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Indieren Ramanujan et merkelig matematisk geni

Carl Størmer
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Foredrag holdt i Norsk Matematisk Forming den 1. mars 1931, av professor Carl Størmer

Det er med matematikken likesom med musikken: de store genier er ofte fabel​aktig tidlig utviklet. Vi kjenner jo alle beretningene om, hvordan store musikere som Mozart eller Liszt allerede som barn forbauset verden ved sin tidlig utvikl​ede fenomenale begavelse ‑ og om flere av de berømteste matematikere har man lignende beretninger: Om den store matematiker og filosof Blaise Pascal fortelles således at han allerede som gutt utviklet en hel teori om kjeglesnittene, så at han i 16 års alderen hadde en stor avhandling ferdig. Det meste av denne er gått tapt, men en del er bevart og deriblant hans kjente sats om en i et kjeglesnitt innskrevet sekskant, en opdagelse som gjorde ham berømt. For å to et annet typisk eksempel kan vi nevne den unge franskmann, Evariste Galois, som før han var 17 år hadde gjort opdagelser som langt gikk ut over datidens viden. Galois døde i 1832 i en ulykkelig dwell, og som om han ante hvad som skulde hende, skrev han natten før ned en kort fremstilling av sine fund. Han var da bare 21 år! Han var så langt forut for sin tid at de største matematikere i adskillige år efter hans død var beskjeftiget med å bevise og bygge videre på hvad dette geni hadde funnet ‑ det meste før 17 års alderen. Galois har meget tilfelles med vår egen store matematiker, Niels Henrik Abel, og hans store opdagelser Jigger på de samme fetter, ligningsteorien og teorien for intergraler av algebraiske funksjoner. Abel var selv et glimrende eksempel på et tidlig utviklet matematisk geni, men hans liv og arbeider er så velkjent, at vi skal forbigå dem her.

Inntil for få år siden var den almindelige opfatning den, at dike matematiske genier kun optrådte hos den hvite rase. Men vi skal i det følgende få høre om en indisk matematiker, Srinivasa Ramanujan, hvis hele liv er så merkelig at det tør påregne interesse også blant folk utenfor matematikernes krets. Som bekjent har India i århundrenes 1øp bidratt meget tit matematikkens utvikling, men at der i vår tid skulde fremtre et indisk matematisk geni av dike dimensjoner som Ramanujan var allikevel en stor overraskelse.

Ramanujan døde i 1920 av tuberkulose, 33 år gammel. Hans samlede verker ble offentliggjort i 1927 i en utgave besørget av den indiske matematiker Seshu Aiyar og de engelske matematikere Hardy og Wilson. (Collected Papers of Srinivasa Ramanujan, Cambridge at the University Press 1927). Boken innledes med en betagende skildring av dette merkelige gems liv og arbeide. Vi skal gi et kort utdrag derav.

Ramanujan bleu født i en liten by Erode i det sydlige India sydvest for Madras. Familien satt i trange kår. Faren var en bokholder i en liten manufakturforretning i en nærliggende by Kumbakonam, og moren var latter av en funksjonær ved retten i Erode. De tilhørte begge brahminernes kaste. lentil 10 år alderen var der intet spesielt som tydet på at han hadde særlige matematiske evner. Han var jevnt flink og hadde halv friplass på skolen som den flinkeste i sin klasse. Men allerede i denne tidlige alderen var han merkelig stille og grublende. Man forteller at han pleide å spørre om hvor langt let var til stjernene og om lignende ting. Da han gikk i annen klasse vilde han gjerne vite hvad som var den "høieste sannhet" i matematikken og spume nogen av sine kamerater i de øvre klasser om let, og litt efter litt tok bans interesser og evner retning mot matematikken. Så kom let store gjennembrudd i 16 års alderen. Av en venn fikk han lånt et eksemplar av Carr's "Synopsis of Pure Mathematics" og let bleu hans skjebne! Denne bok åpnet en hel ny verden for ham og gjorde ham vill av begeistring. Fra nu av tok matematikken ham belt og holdent og hans geniale begavelse utviklet sig hurtig. I boken var en mengde formler citert uten bevis. Ramanujan sane sig ned og søkte å finne bevisene. Uten andre hjelpemidler enn sin egen tanke klarte han dette, men fiver eneste formel betød i og for sig en alvorlig og inngående undersøkelse.

Først fant han nogen metoder til å løse magiske kvadrater, derpå forsøkte han sig på cirkelens kvadratur og fant tilnærmelsesformler for 7r så nøiaktige at de anvendt på jordens ekvator ga en feil av bare nogen få fot.

Imidlertid syntes han algebraen ga mere fruktbare resultater enn geometrien og gikk tilbake til sine oprinnelig studier. Han fant herunder flere rekkeutviklinger. Alt dette var jo en briljant metode til å lære ham selvstendig arbeide, foruten at løsningen av vanskelige problemer hadde en charme som bragte ham til å glemme alt annet. Ramanujan pleide å si at Namakkals gudine Namagiri inspirerte ham i drømme, så når han våknet om morgenen kunde han skrive ned let riktige resultat uten å kunne gjøre sig klart hvordan han hadde funnet let og uten straks å kunne se beviset! Vi har her et interessant psykologisk fenomen som de som arbeier intenst med matematiske problemer av og til har erfart. Jeg husker vår fremragende matematiker Axel Thue flere ganger fortalte mig at han kunde våkne om morgenen med løsningen av et problem fullt ferdig uten å forstå hvordan den var kommet! Det ser ut som om "underbevisstheten" har arbeidet på egen hånd. Dette at løsningen av vanskelige problemer kan komme plutselig og helt uventet er ganske merkelig. Den store franske matematiker Henri Poincaré har fortalt at han i dagevis hadde grublet over en vanskelighet i teorien for de automorfe funksjoner som han ikke hadde kunnet klare ‑‑ så en lag han skulde stige op på en sporvogn og hadde satt benet op på let første trine av stigbrettet, så står plutselig løsningen av problemet helt klart for ham!

Men tilbake til Ramanujan. I året 1903 blev han student ved universitetet i Madras og blev frielev ved Kumbakonam College. Men nu tok matematikken ham i den grad at han ikke lenger kunde ta sig sammen i andre fag. På alle forelesningene satt han med matematiske problemer og var så absorbert i sin egen verden at alt hvad der forgikk omkring ham gikk ham forbi. Følgene uteblev ikke. Han dumpet i alle andre fag og måtte slutte studiet. Senere i 1907 forsøkte han å ta eksamen i Madras, men dumpet igjen og nu begynte for ham en meget vanskelig tid.

Vi har her det samme trekk som vi kjenner fra Galois' biografi ‑ også han som var et av det 19. århundres største genier, dumpet ved optagelsesprøven til l'École polytecnique.

Imidlertid arbeidet Ramanujan videre: Idelig og alltid, natt som dag, drev han på med sine merkelige matematiske undersøkelser; alle sine resultater hadde han fra skoledagene av notert ned i sine notisboker som efterhånden skulde bli nogen av de merkeligste matematiske dokumenter som verden bar sett. Han levet i den ytterste fattigdom og da han dessuten i 1909 hadde giftet sig, blev kampen for tilværelsen særlig hård. I 1910 opsøkte ban en kjent indisk matematiker Ramaswami Aiyar for å få en liten post så han kunde fortsette sine matematiske arbeider. Ramaswami Born fikk se Ramanujans notisbøker forstod at de inneholdt merkelige ting og hjalp ham med anbefalingsskrivelse til Seshu Aiyar i Madras hvor han i nogen måneder opholdt livet dels ved et vikariat og dels ved å gi undervisning; for å hjelpe ham ytterligere sendte Seshu Aiyar ham til den indiske matematiker Ramachandra Rao i en liten by Nellore nord for Madras. Sitt første møte med Ramanjuan i desember 1910 har denne senere beskrevet slik:

"For mange år siden sa en av mine nevøer, som selv ikke hadde det ringeste begrep om matematikk, en dag til mig: Onkel, der er kommet en mann til mig som snakker matematikk. Jeg forstår ham ikke, kan du se om der er nogen mening i det ban sier. Og i bevisstheten om min egen matematiske visdom tillot jeg at Ramanujan avla mig en visitt. En lav; underlig skikkelse, ubarbert, temmelig skitten og med et særpreg ‑ skinnende svarte øine ‑‑ kom inn med en slitt notisbok under armen. Han var jammerlig fattig. Han hadde reist avsted fra Kumbakonam for i Madras å få anledning til å forsette sine studier der. Han gjorde ikke krav på nogen utmerkelser. Alt han ønsket var litt fritid, så han selv slapp alltid å streve for føden og kunne forsette å drømme videre i sitt eventyrland. Han lukket op sin notisbok og begynte å forklare mig sine opdagelser. Jeg så straks at det var noget utenfor det almindelige, men det lå så høit over min forstand at jeg ikke kunde avgjøre om det var genialt eller sinnssvakt. Jeg bad ham derfor komme igjen en annen gang og det gjorde ban også. Men da hadde han gjennemskuet min uvidenhet og viste mig enklere ting, som dog gikk langt utover hvad der stod i kjente verker. ‑‑ ‑ Jeg spurte ham hvad ban ønsket. Han svarte at ban kun behøvde det aller nødvendigste for å leve, så han kunde forsette sine undersøkelser".

Ramachandra Rao sendte ham tilbake til Madras og skrev at det var grusomt at en intellektuell kjempe som Ramanujan skulde gå til grunne i en ravnekrok som Nellore og anbefalte at ban burde bli i Madras så skulde han foreløbig sørge for hans underhold. Snart efter fikk han en liten post i Madras Port Trust Office til ca. 30 kr. måneden, så han såvidt kunde leve derav. Men snart skulde det bli bedre; efter flere indiske matematikeres råd skrev Ramanujan et brev til den fremragende engelske matematiker Hardy. Dette rnerkelige brev blev innledningen til en lang korrespondanse hvor Ramanujan litt efter litt meddelte Hardy en lang rekke av de merkeligste fund ban hadde gjort. En del av disse brev er gjengitt i den tidligere citerte bok og hver av de formler som Ramanujan der gir har noget av orientens eventyrglans over sig. Hardy sier selv, at ”i enhver av Ramanujans formler ligger der alltid mere enn det ser ut til ved det første øiekast; det vil enhver som setter sig til å forsøke å bevise den straks erfare. I nogen av formlene ligger det interessante meget dypt, i andre forholdsvis nær overflaten ‑ men det er ikke en av dem som ikke inneholder noget merkverdig og interessant".

Det første brev er fra 11. januar 1913. Allerede her gir han merkelige resultater. Vi skal citere nogen av dem
: La oss betrakte alle hele tall som innholder et ulike antall forskjellige primtalls​divisorer 

2, 3, 5, 7,11, 13, 17,19, 23, 29, 30, 31, 37, 41, 42, . . .
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Videre gir han de merkelige rekker:
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(x) betyr her gammafunksjonen. 

Videre:
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Dessuten satser om bestemte integraler:

Hvis
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så er:
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Videre formelen
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hvor eksponentene i nevneren tilhøire er
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Videre: Hvis  
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Videre tilnærmede summeformler som følgende:



[image: image13.wmf]q

p

-

-

×

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

x

x

e

x

x

x

x

2

5

2

5

3

5

2

5

5

4

5

...

!

3

!

2

!

1

1


hvor 
[image: image14.wmf]0

®

q

 når 
[image: image15.wmf]¥

®

x

.

Videre merkelige setninger om kjedebrøker:
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Videre satsen: Hvis
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så er
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Videre
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Endelig den merkverdige sats at
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kan finnes når n er et positivt rasjonalt tall.

Ramanujan hadde i dette brev også en rekke resultater om antallet av primtall mindre enn x. Her hadde han imidlertid gjort en grunnfeil. Likesom Riemann hadde han anvendt funksjonen
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Han kjente ikke til teorien for funksjoner av komplekse variable og alle hans resul​tater var her gale og vilde svare til at 
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 kun hadde reelle nullpunkter; som bekjent har 
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 også uendelig mange komplekse nullpunkter. Men han hadde iallfall funnet mange tilnærmede formler fra primtalsteorien, men graden av tilnærmelsen var feil bedømt. Hardy sier om disse undersøkelser: "Dette må sies å være hans ene store feil, men jeg er sikker på at på en måte er denne hans feil like merkelig som nogen av hans triumfer". Et av de resultater han fant tiltross for at de forutsetninger han gikk ut fra var gale er ensbetydende med følgende:

La 1, 2, 4, 5, 8, 9,10, 13,16,17,18, . . .

være de tall som enten er kvadrattall eller som kan skrives som en sum av to kvadrattall. Antallet av dike tall mindre enn x er
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hvor for store x det opskrevne ledd er overveiende i forhold til de øvrige, og hvor K er en viss konstant. Dette resultat blev først funnet av Landau i 1908. Ramanujan hadde ingen av Landaus åndelige våben til rådighet; han hadde aldri sett en fransk eller tysk bok og hans kunnskaper i engelsk var yderst mangelfulle. "Det er virkelig høist forunderlig at han overhodet hadde stillet sig dette problem" ‑‑ sier Hardy ‑ "og endda merkeligere at han fant sitt resultat, når man betenker, at det tok to hundre år for Europas fineste matematikere å løse problemet og at løsningen ennu er ufullstendig den dag i dag." I et nytt brev av 27. februar 1913 gir Ramanujan en rekke andre høist merkverdige satser, blant annet om elliptiske integraler. Her er en av dem: Hvis
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Vi har her et spesialtilfelle av en merkelig sats funnet av Abel og bevist mange år senere av Kroenecker. Betrakter vi nemlig den elliptiske funksjon 
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så har den periodene
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med andre ord periodene 
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og relasjonen 
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Der eksisterer altså for periodeforholdet en ligning av 2nen grad med imaginære røtter og hele koeffisienter og da har som bekjent sn a såkalt kompleks multiplika​sjon.
 Da er den merkelige sats, som Abel har funnet, den, at k er rot i en ligning som lar sig løse algebraisk, det vil si ved endelig antall regneoperasjoner addisjon, subtraksjon, multiplikasjon, divisjon og rotutdragning, anvendt på ligningens ko​effisienter.

Å finne uttrykket for k i det av Ramanujan betraktede tilfelle var imidlertid en fabelaktig prestasjon! Ramanujan var i behandlingen av dette problem kommet lenger enn nogen annen og det til tross for at han var ubekjent med teorien for elliptiske funksjoner og i det hele med teorien for funksjoner av komplekse variable.

Angående andre merkelige resultater i dette brev henvises til Ramanujans samlede verker.

Dette bekjentskap med Hardy skulde snart få vidtrekkende følger. Hardy satte sig i forbindelse med forskjellige ledende autoriteter i India med det resultat at Ramanujan fra 1. mai 1913 fikk et stipendium fra Madras universitet og dermed var hans økonomiske trengselstid forbi. Imidlertid vilde det være av største betydning å få ham til Europa for at han under Hardys ledelse kunde få studere et år ved Cambridge. Men Ramanujans mor satte sig absolutt imot det og som lydig sønn vilde ikke Ramanujan gjøre sin mor imot. Men så kom moren en dag gledestrålende og fortalte at hun natten i forveien hadde hatt en drøm, hvor hun så sin sønn sine i en stor sal sammen med europeere og at gudinnen Namagiri hadde befalt henne ikke å stå i veien for hans kall!

Øieblikkelig blev det gjort skritt for å få ham over til England, og saken gikk hurtig i orden, så Ramanujan fikk fri reise frem og tilbake til England og dessuten et stipendium av 500 pund sterling for i to år å studere ved Cambridge. Han ankom til England våren 1914.

Å ha Ramanujan til elev var en nokså eiendommelig situasjon. Dette merkelige geni hadde i ensomheten derute i India ganske på egen hånd kommet til resultater som Europas matematikere ved iherdig samarbeide hadde brukt flere hundre år om å opnå og på den annen side var Ramanujan komplett uvitende om vesentlige partier av den høiere matematikk som var geläufige saker for enhver student med matematikk som spesialfag. Hans evne til å finne merkelige og dyptliggende satser var fenomenal, men på den annen side hadde han ikke anelse om hvordan han skulde føre et strengt bevis. Alle hans resultater, gamle og nye, riktige og gale, var han kommet til ved en tankeprosess som var en blanding av intuition, induksjon og forskjellige resonnementer, men det var ham ganske umulig å gi en sammenhengende fremstiling av hvordan han var kommet til dem.

Hardy forteller, at dette geni måtte han undervise efter spesielle metoder. Det nyttet ikke å lære ham matematikk fra grunnen av. Det g,jaldt å få ham til å forstå sine feil og å lære ham å føre et stringent bevis. Det var umulig å la ham gå gjennem livet med den falske tro at f.eks. alle (‑funksjonens nullpunkter var reelle, og at de resultater han hadde bygget herpå skulde være riktige!

Det lyktes også Hardy efter et par års forløp å gi ham et nogenlunde brukelig grunnlag. Men Hardy sier, at han i denne tid lærte langt mere av Ramanujan enn Ramanujan lærte av ham ‑ og dog er Hardy en moderne matematiker som står på høiden av nutidens videnskap! Ramanujan hadde foruten en fabelaktig fantasi og kombinasjonsevne en glimrende hukommelse. Han kjente tallenes egenskaper slik til bunns at det blev sagt om ham, at "ethvert helt tall var en av hans personlige venner" .

En gang Hardy reise ut og besøkte ham under en sykdom oplevet han følgende, som han selv har fortalt slik: "Jeg hadde tatt bil nr. 1729 og hadde tenkt på at 1729, som er lik 7 ganger 13 ganger 19, var et "uheldig omen" og fortalte det til Ramanujan. Nei, sa han, det er et meget interessant tall; det er det minste hele tall som på to forskjellige måte kan skrives som en sum av to kubikktall."

Vi har nemlig   
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Opholdet i England skulde bli skjebnesvangert for Ramanujan. Visstnok fik han i kort tid offentliggjort en Lang rekke merkelige arbeider, men krigen, klimaet og særlig den ting at han bare vilde spise hvad hans kastefordommer tillot ham gjorde at han fikk et knekk som han ikke forvant ‑‑ tuberkulosen fikk tak på ham ‑ og tross den omhyggeligste pleie gikk det stadig nedover. Først efter krigens ophør kunde det være tale om å sende ham hjem til India. Heldigvis blev han litt bedre igjen så han i februar 1919 kunde reise hjem. Men det var for sent ‑ hans tilstand forverredes atter og han døde i april året efter.

I år fremover vil matematikerne ha nok å gjøre med å bevise og bygge videre på de merkelige resultater Ramanujan har nedtegnet i sine notisbøker. Av satser uten bevis er der mellem 3 og 4 tusen. Madras universitet har gitt de engelske matematikere Watson og Wilson i opdrag å gjennemgå disse bøker og utgi dem med kommentarer, et arbeide som ennu ikke er avsluttet.

Hardy gir i fortalen til Ramanujans samlede verker en utsikt over hvad han har utrettet. Han sier at "hans kjennskap til algebraiske formler, kjedebrøker, transformasjoner av uendelige rekker, modularligninger etc. var fabelaktig og han aldri har truffet hans like og kun kan sammenligne ham med Euler eller Jacobi". "Hvis jeg skulde velge ut den merkeligste formel av alle som Ramanujan har funnet", sier Hardy, "vilde jeg ta følgende:
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hvor p(n) betyr antall av måter hvorpå n kan skrives som en sum av like store eller forskjellige addender.
  

(Her  er for eksempel p(4) = 5, p(9) = 30 og p(14) = 135).”

Videre: "Han hadde en originalitet som var forbløffende, men på den annen side hadde hans arbeider ikke den enkelhet og selvfølgelighet som karakteriserer de virkelig store matematiske opdagelser. Sannsynligvis vilde han ha utrettet mere, hvis han var Mitt temmet og veiledet mere i sin ungdom, men da var han sann​synligvis blitt mere lik en europeisk professor enn den Ramanujan han var og tapet var kanskje blitt større enn vinningen!"

P.S. For å få tak i et billede av Ramanujan skrev jeg til Hardy og Watson. I et brev av 13. mars 1934 oplyste Watson at det fantes et billede i Journal of the Indian Mathematical Society for 1920 og at denne skulde finnes i Mittag Lefflers bibliotek i Stockholm. Efter konferanse med bibliotekar Kragemo i Oslo bleu det fra universitetsbiblioteket skrevet til Stockholm for å få utlånt nevnte tidsskrift. Mittag Lefflers Institut svarte at utlån av bøker ikke var mulig derfra og henviste til Vetenskapsakademiens bibliotek. Ved elsk​verdig imøtekommenhet av Vetenskapsakadamiens bibliotekar Holmberg bleu det så tatt et negativ av nevnte portrett og efter dette er reproduksjonen laget.

I et brev til mig av 7. april 1934 sier Hardy om dette portrett: ``It is very bad and makes him look rather absurd in a Cambridge cap and gown so when editing the papers we deliberately omitted it."

Da imidlertid billedet åpenbart er en sjeldenhet har jeg allikevel tatt det med her.

� Se Collected Papers etc., side XXIII�XXXII og 323�355 samt Theorems stated 6y Ramanujan I�XIV i Journal of London Mathematical Society, inntil 1930.


� Se f.eks. N.H. Abel: Oeuvres complètes I, Christiania 1881, p. 354 og 377 og C. Jordan: Cours d'Analyse II, Paris 1894, p. 531.


� Dr. R. Fueter: Vorlesungen über die singuläre Moduln and die complexe Multiplikation der elliptischen Funktionen, Teubner, Leipzig, side III i fortalen og N.H. Abel: Oeuvres complètes I p. 425�426.


 


� Se også avhandling nr. 36 i Ramanujans samlede verker.
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