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Tommy & Tigern bind 4 side 63g
Falger og rekker:

Falger og rekker er matematiske emner som skiller seg en del fra andre. Egentlig kunne det veert undervist i det allerede tidlig i
grunnskolen, sjgl om emnet kan bli ganske vidleftig. 1,2,3,4,... er en folge vi har kjent fra vi var ganske sma. Likedan 2,4,6,8,.. og
1,3,5,7,... I skolesammenheng larer vi ogsa tidlig 3,6,9,12,... og 7,14,21,28,... 0g 9,18,27,... Ja, kanskje til og med 13,26,
39,52,65,... Men hva med 1,1,2,3,5,8,13,21,...72 Eller 1,5,3,10,5,15,...? Eller 1,8,27,64,125,...? Eller 2,3,5,7,11,13,...7 Eller
2,6,12,20,30,...?

Nér vi legger sammen ledda, far vi rekker. Denne bergmte formelen star Leibniz bak, og den rommer plutselig noe langt mer enn
eksemplene ovafor:

(Skal dere finne =, er det bare & multiplisere med 4 overalt. Men dette er en treig formel dersom man er pa jakt etter stor ngyaktighet
pa 7. Prav!)

Det indiske matematikkgeniet Ramanujan klarte & finne en mengde mystiske sammenhenger. Her er noen utvalgte:
1 1 1 1 1 9
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Her er noen av hans formler som kombinerer zog e:
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Vi skal bruke et par tekniske hjelpemidler, og det kan veere greit & introdusere dem med en gang:
Casio kalkulator klarer & bruke summeformelen. Dere ma ha et uttrykk for det generelle leddet, a,, som dere har som formel for
rekka. Den harmoniske rekka ser slik ut: - - - - - - der ledd nummer n er 1/n. Skal vi summere de 100 farste

ledda med Casio, blir det slik: OPTN — CALC —  og deretter skrive slik:  1+X, X, 1,100, 1) EXE og fa svaret 5,187377518.
Altsd: Farst formel for a,, deretter den variable x, sa startverdien, sa sluttverdien for x og til slutt sprang. Husk komma som er et
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kommandotegn for Casio. Spranget til slutt kan utelates, og Casio velger da det mest naturlige: 1. (Men kalkulatoren kan ogsa brukes

til & ta andre sprang!) Svaret pa akkurat denne rekka skal veere litt hgyere enn

Excel er et morsomt hjelpemiddel for rekker:

Ledd nr.

Leddverdi

Akkumulerte
summer

1

1

0,5

15

0,33333333

1,83333333]

0,25

2,083333333

0,2

2,283333333

0,16666667

2,45

0,1428574

2,592857143

0,125

2,717857143

OO |IN|O |0 | |W [N |-

0,11111111

2,828968254

[N
o

0,1

2,928968254

, 0g grensa nar vi gar mot uendelig, vil vare

Kolonne A: Vi trenger en tellekolonne for & vite leddnummeret. Skriv inn 1 i A2 og 2 i A3 og kopier/trekk disse to cellene nedover.

Excl finner de neste verdiene.

Kolonne B: Skriv inn =1/A2 i celle B2. Kopier/trekk denne cella nedover. Dette er sjglve rekka.

Kolonne C: Skriv inn =B2 i celle C2. Det er den farste summen, altsd av bare ledd 1. Skriv inn =C2+B3 i celle C3. Da har vi laga
systemet der forrige sum gkes med neste ledd. Trekk/kopier nedover og du har summen etter hvert ledd.

Prov 4 lage disse tre kolonnene lange for & se “hvordan det gar”, eller sjekke kalkulatoren i eksempelet ovafor.

En god test av Excel og Casio: Hvis dere vil ha ei rekke til & g mot m, kan dere preve a gange denne med 4: —

eller: - - -

Dere ma finne et generelt ledd uttrykt ved leddnr.

partall og skifter fortegn med annenhver gang minus og pluss: Lykke til!

TI-nspirehar ogsd summeformelen. Her er eksempler pa rekka som blir In x og p4 den som blir x:

uttrykker begge oddetall,

100

> B

x=1

14466636279520351160221518043104131447711 |

2788815009188495086581352357412492142272

100

> B

x=1

5.18738

1000000

> B

x=1

14,3927

100

S [ty

x=1

3.13159

1000000

> [

x=1

3.14159

En svaert morsom nettside er https://oeis.org/! Her kan dere sla inn en rekkefglge av hele tall (integers) og fa

svar pa kva slags system dere har slatt inn:

1,2,3: A000027 The natural numbers. Also called the whole numbers, the counting numbers or the positive integers.

1,2,4,7: A000124 Central polygonal numbers (the Lazy Caterer's sequence): n(n+1)/2 + 1; or, maximal number of pieces formed
when slicing a pancake with n cuts.

Seker dere pa mitt namn, dukker det i alle fall opp 9 henvisninger til rekker som blant anna har dukka opp

under undervisning pa NVS...

er


https://oeis.org/
https://oeis.org/A000027
https://oeis.org/A000124
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6.1,
6.2,
6.3

6.1 — Tallfalger: Tall som stér etter hverandre i en bestemt rekkefglge, er en tallfglge. 2, 4, 6, 8 er en endelig tallfzlge. 2, 4,
6, 8, ... er en uendelig tallfalge. Hvert tall er et ledd. Men {2,4,6,8}={2,6, 8,4} er en mengde. Grekerne brukte spesielt
folgene som kunne knyttes til geometriske figurer: Trekanttall 1, 3, 6, 10, 15, ..., firkanttall 1, 4,9, 16, 25, ... og
pyramidetall 1, 5, 14, 30, ... Vi kan naturligvis ogsa tenke oss femkanttall, sekskanttall, terningtall m. fl. Det generelle
leddet, det n-te leddet i en falge, kalles a,, og vi trenger ofte formel for dette leddet, uttrykt ved hvilket nummer leddet er i
folgen: 2,4,6,8, ...,2n, ...

Rekker: Nar vi setter pluss mellom leddene i en tallfglge, far vi ei rekke. Derved blir ogsd summen S, av leddene
interessant, for eksempel: Sg=a; +a,+az+as+as+ag=2+4+6+8+10+12=42

6/2

6.4,
6.5,
6.6

6.7(U)

6.2 — Aritmetiske faglger og rekker: Det fins mange slags falger og rekker. Vi skal konsentrere oss om 2 typer, aritmetiske
0g geometriske. ”Aritmetisk” henger noye sammen med addisjon.

Definisjon: Ei aritmetisk rekke er ei rekke der hvert ledd er lik leddet foran pluss et fast tall. (Det faste tallet kan
veere negativt.) a,=a; +d  og a,=a,.; +d (Det faste tallet kalles differens og skrives generelt med bokstaven
d.)

Formel: Det n-te leddet i ei aritmetisk rekke er gitt ved a, =a; + (n-1)d

Bevis: (I boka star det ikke bevis, bare ei utregning for et visst antall ledd.)
a,=a, +d

a=a,+d=(a+d)+d=a, +2d
a,=a,+d=(a +2d)+d =a, +3d

a,=a,+(n-1)-d

Rekkas differens er alltid enkel & finne: Ta to ledd som kommer etter hverandre og regn ut differensen. Dette er ogsa
beviset for & vise at ei rekke er aritmetisk: Hvis differensen er konstant.

Snudd formel: d =a,—-a; =a, — an1
Hvis dere for eksempel kjenner ledd 65 og ledd 3 i ei aritmetisk rekke, ma det vaere 62 d’er mellom disse to ledda: 62d = ags
—as.

Summen S, av de fgrste n ledd i aritmetisk rekke: (C. F. Gauss sitt knep fra tidlig skolealder gikk ut pa & summere farste
og siste ledd, andre og nestsiste ledd osv. Disse summene blir like. S trengte han til slutt & gange disse summene med
halvparten av antall ledd. Var det et ulike antall ledd, la han til rekkas midterste ledd. Dette kan settes opp i en enkel formel.
Vi bruker en litt annen tankegang.)

o _(a+a)

n
Formel: Summen av de n farste leddene i ei aritmetisk rekke er 2
(Formelen er lett & forsta nar vi heller sier den slik: Summen er gjennomsnittet av alle leddene multiplisert med antall ledd.)

Bevis: (I boka star det ikke bevis, bare ei utregning for et visst antall ledd.)
S,=a,+a,+a,+...+4a,
S,=a,+a,,+a, ,+..+a

S,+S,=25,=(a,+a,)+(a,+a,,)+(@;+a,,)+..+(a,+a)
Det er lett & se at alle leddene i parentes er like store, og kan skrives som a; + a, :
28n :(a1+an)+(a1+an)+"'+(al+an):(a1+an)'n

(a'.l.+an)'n
Sp=t

Ellers kan vi skrive denne summen med summetegn. Og vi kan bruke kalkulatoren til & regne summe-uttrykket: Hvis det
generelle leddet kan uttrykkes for eksempel som a, = 1800 + (n — 1)200, uttrykkes summen av de 12 fgrste ledda med den
greske bokstaven sigma (stor s) slik:

i(1800+ (n—1)-200)

n=
Repetisjon av Casio: Vi bruker samme tegn, men en litt annen skrivemate. Tast inn:

<OPTN> <CALC> <' > %(1800+(X - 1) x 200, X, 1,12, 1) <EXE>
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Kladd Innhold Dato
Siste frist for innfgringa, kapittel 5: 5.88, 5.94, 5.100 8/2
Kort test uten hjelpemidler! 8/2
Morsomme tall: Matematikeren Paul Erdds definerte Erdds-tall slik: Erdds selv har Erdds-tall 0. En matematiker som har skrevet
en artikkel sammen med Erd6s har Erdds-tall 1. En matematiker som har skrevet en artikkel sammen med en som har Erdds-tall 1,
har Erdés-tall 2, sfremt han ikke ogs har skrevet en artikkel sammen med Erdés selv. Slik defineres ogsd Erdés-tall 3, 4 og sa
videre. Over 500 mennesker har Erdés-tall 1, mens antallet som har Erdés-tall 2 er rundt 7 000. Ingen nordmenn har skrevet en
artikkel sammen med Erdés, men det er flere som har Erdés-tall 2, blant dem kjente navn som Atle Selberg og Thoralf Skolem. Den
forste publikasjonen som nevner Erdds-tallene er en artikkel av Casper Goffman fra 1969, kalt «And what is your Erdds number?». 8/2
http://no.wikipedia.org/wiki/Erd%C5%91s-tall
Ideen er fart videre av Kevin Bacon (skuespiller) og morsommere med Elvis Presley: Har du spilt sasmmen med Elvis, har du elvis-
faktor eller elvis-tall 1. Har du spilt med en som har spilt med Elvis, har du elvis-tall 2. Har du spilt med en av disse, er elvis-tallet 3.
Osv. Hvis dere vil ha dere et lavt elvis-tall, skal dere jamme med Olav Rokne Erichsen: Han har et lavt elvis-tall.
Matematikkleareren deres har bare klimpret lett pa Trigger, den trofaste gitaren til Willie Nelson, men det gir vel neppe noe Willie
Nelson-tall.
6.8, 6.9, | 6.3 — Geometriske falger og rekker: "Geometisk” henger neye sammen med multiplikasjon.
6.10 Definisjon: Ei geometrisk rekke er ei rekke der hvert ledd er lik leddet foran multiplisert med et fast tall. (Det faste
6.11(V) |tallet kan veere negativt.) a,=a; k og a, = ay.1 k (Det faste tallet kalles kvotient og skrives generelt med
bokstaven k.)
Formel: Det n-te leddet i ei geometisk rekke er gitt ved a, = a, k™*
Beuvis: (I boka star det ikke bevis, bare ei utregning for et visst antall ledd.)
&
a,=a, -k
a,=a,-k=(a-k)-k=a, -k’
a =a k"
Rekkas kvotient er alltid enkel a finne: Ta to ledd som kommer etter hverandre og regn ut kvotienten. Dette er ogsa beviset
for & vise at ei rekke er geometrisk: Hvis kvotienten er konstant.
Snudd formel: k=a,:a;=a, : a1
Hvis dere for eksempel kjenner ledd 65 og ledd 3 i ei geometrisk rekke, mé det vere 62 k’er "mellom” disse to ledda: k% =
Ags - Az.
Merk dere tilsvarende bruk av kalkulator for geometriske rekker! 8/2

Summen S, av n ledd i geometrisk rekke:

a(k"-1)

S, ==~
Formel: Summen av de n farste leddene i ei geometrisk rekke er k-1
Denne formelen er verre — husk Elevboka! — og det er ikke enkelt & se at den er riktig. Men:
Bevis: (I boka star det ikke bevis, bare ei utregning for et visst antall ledd.)

S, =a, +ak+ak’+ak’®+..+ak"

k-S, =ak+ak’+ak®+ak®+..+ak"
k-S,-S,=S,-(k-1)=ak"—a =a,(k"-1)
S -(k—-1)=a,(k"~1)

o _ak" -
" k-1

NB: Formelen virker ikke nar k = 1, men den rekka ser slik ut:

S, =3, +a +..+a =n-a

og er ingen spesielt spennende rekke!



http://no.wikipedia.org/wiki/Atle_Selberg
http://no.wikipedia.org/wiki/Thoralf_Skolem
http://no.wikipedia.org/wiki/Erd%C5%91s-tall

Kladd Innhold Dato
Prave i kapittel 5! 15/2
Heltallsrekker: Et lite eksempel fra https://oeis.org/:
Prav & sl& inn noen rekker dere kjenner, og dere vil fa formelen for det generelle leddet, for eksempel denne:
Linus and Sally sequences A006345 and A006346: These sequences were invented by Nathaniel Hellerstein
(personal communication) after seeing this Linus cartoon. In A006345, a(n+1) is chosen so as to avoid
repeating the longest possible substring of a(1) ... a(n). (This differs slightly from Linus's sequence in the
cartoon.) The Sally sequence, A006346, gives the length of the run that was avoided.
' = N
LETS SEE NOW... | | THAT MEANS THE NEXT ONE WILL
IN A TRUE OR BE FALSE TO SORT OF BALANCE THE
FALSETEST, THEFIRST| | TRUE ONE.. THE NEXT ONE (iLL ALSD
QﬂES*I'ION.IGAL@UﬁT BE FALSE TO BREAK THE PATTERN.,
I TuEN ANOTHER TRUE AMDTHEN | [ 1F «ou'Re SMART, 400 CAN
Twd MORE FALSE ONES ANDTHEN| | PASS A TRUE OR FALSE TEST
THREE TRUESIN A ROW..THEY | | (OITHOUT BEING SMART !
ALIAYS HAVE THREE TRUES IN A PR -
ROW SOME PLACE .. .THEN ANOTHER
FALSE AND ANOTHER TRUE...
Databasen feira 100 000-jubileum med denne sida: http://www.research.att.com/~njas/sequences/100k.html
6.12, 6.4 — Sparing og lan. Geometriske rekker i gkonomi: Dere husker forrentningsformelen for ett belgp i bank. Hvis vi har
6.13, avtaler om & spare et fast belgp med jamne mellomrom, blir summen av innbetalte belgp medregna renter og rentes rente
6.14 ei geometrisk rekke. Tilsvarende hvis vi betaler ned et 1an og @nsker a betale faste avdrag. Legg merke til den skjematiske 20/2
6.15(U) oppstilinga i lzereboka. Merk spesielt hva som er i dag, og hva som er om n ar. Og husk pa at dersom dere bruker hgyre del

av skjemaet, mé det ganges. A regne bakover, dvs. mot venstre (i dag), mé det deles.
NB: Undersgk bankavtalene deres med disse regnereglene!



https://oeis.org/
http://www.research.att.com/~njas/sequences/100k.html
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6.16, 6.17

6.5 — Konvergente geometriske rekker: Ei rekke som gker mot uendelig (pluss eller minus), divergerer. Ei rekke som
gar mot ei grense, konvergerer. Substantivene er divergens og konvergent, adjektivene divergent og konvergent! Nar vi
snakker om summen av ei konvergent rekke, mener vi summen av alle ledd. Men vi kan ogsa godt veere interessert i
summen av n ledd. Aritmetiske rekker er ikke konvergente.

5=
Formel: Summen av ei konvergent geometrisk rekke er 1-k
(Ofte skriver vi bare a, som alltid vil bety farste ledd.)

Bevis: Hvis k=1 eller k < _1, vil leddene bare bli starre og starre i absoluttverdi, og rekka er ngdt til & vokse mot
T 90 vij antar derfor at absoluttverdien av k er mindre enn 1:

g Im o _lm ak-1)_a(©-)_-a_ a
=n-ow " nowo k-1 k-1 k-1 1-k

20/2

6.18, 6.19

6.6 Konvergensomradet for geometriske rekker: Vi skal se pa geometriske rekker der kvotienten k inneholder x eller
en annen ukjent. Regelen gjelder, og vi bare skifter ut k med x-uttrykket og beregner hvilke x-er som gir
konvergens. Vanligvis er dette enkle ulikheter & lgse, sjgl om de er doble, dvs. egentlig to ulikheter.

2212

Kort test uten hjelpemidler!

22/2

6.20, 6.21

6.7 — Matematisk induksjon: 1) Vi starter med en mistanke eller antakelse om at noe er riktig. Kanskje som resultat av
forsgk. Og vi setter opp en hypotese, en formel vi veit er riktig i ett tilfelle, eller for tallet n. 2) Sa bruker vi denne
formelen for & bevise at den ogsa gjelder for tallet n + 1. Konklusjonen er da at formelen gjelder for alle hele tall fra og
med n, det tallet vi tok utgangspunkt i.

2712

6.22,
6.23, 6.24

6.8 — Rekursive tallfglger: De rekursive fglgene er gitt ved at et ledd er definert av tidligere ledd i fglgen. De
geometriske og aritmetiske kan vi alltid uttrykket ved hjelp av det farste leddet. Men det gar ikke alltid. I toneskalaen
var er for eksempel svingefrekvensen for lyden definert av enstraken A med 440 Hz, dvs. 440 svingninger i sekundet,
og alle de andre tonene er bestemt som brgker av disse 440. Eksempel 16, side 229, er ei fin innfering i Fibonacci-
rekka, et ledd er summen av de to foregdende. Ofte bruker vi induksjonsbevis i samband med disse rekkene og falgene.
Legg merke til Fibonacci-rekka og kaninbarna og sammenhengen med det gylne snitt!

27/2

6.25, 6.26

6.9 — Sammensatt eksempel: Her mgter dere - som i forrige kapittel - ei starre oppgave som tar for seg mange av
teknikkene dere har lert i kapitlet. Det er viktig & se sammenhenger nar dere lzerer noe, kanskje spesielt i matematikk
der alt bygger pé noe dere har lzert tidligere! Prgv dere p& oppgavene!

2712

Sammendrag av kapitlet - side 232 (Bok R2): Dette er stoff som passer pa en huskelapp for kapittel 6.

Test deg selv - side 233 (Bok R2): Utfgr testen pa egen hand en stille ettermiddag. Deretter retter du utfra lgsningene

pa side 292 - 296. Klarer du halvparten, har du sa vidt klart en 3er! En tredel gir deg stakarakter og fire femdeler er en 5er!
@vingsoppgavene til kapitlet - side 234 - 245 (Bok R2): Fasit side 334 - 339.

Innfgring til kapitlet: 6.100, 6.101, 6.102, 6.109

Prove i kapitlet, 2 timer med hjelpemidler:

Og sa forlater vi ”pensum”:

Av og til er det ikke enkelt & finne summeformler. Her er bevis for noen enkle rekker med vriene formler:
Summen av de n fgrste heltallene — med utregninger:

(1+0)?=12=1
(1+1)?=22=1°+2-1-1+17
(1+2)?=32=1+2.1.2+2?

(1+n)?=@1+n)?=1*+2-1.-n+n?

=P+ 22 43 0t (@Aen)2 =12 (n+D)+ 2.1 A+ 243 +..+n)+ 12 +2° + 3% +...+n°

(1+n)?=n+1+21+2+...+n)

1+2+..+n=

(@+n)?-n-1 1*+2n+n’-n-1 n’+n_n(n+l)
2 2 2 2




Summen av de n farste kvadrattallene gar pa samme maten:
(1+0)°=1 =1

1+1)%=2°=1°+3.1 - 1+3-1.1* +1°

(1+2)°=3"=1°+3.1.2+3.1.22 +2°

@+n)*=@1+n)*=1+3-1-n+3-1-n +n®
P42+ +.. 4+ +(1+n)° =1 (n+D)+3-12 - (1+2+43+..4n)+3- 1. 1P+ 22 +3% + .. +nH) +13+2° +3¥ + .. +n°
@A+n)® =n+1+30+2+..4+n)+3-(1? +2° +3? +...+n?)

3 2o —n-1-3.0(n+D
G123 +nz)7(1+n)3*n*1*3(1+2+---+n)71 +3n+3n°+n*-n-1-3 7
- = 3 - 3 B
2+6n+6n°+2n°-2n-2-3n"-3n _2n*+3n*+n_n(2n°+3n+1) n(n+)(@2n+1) 1

=N
6 6 6 6 3

(n+%)(n +1)

Og summen av de n farste kubikktallene:
@+0)*=1*=1

1+1)*=2*=1"+4-°1+6-1>1* +4-1.1° +1*
@+2)*=3"=1"+41°-2+6-1-22 +4.1.2° 4 2*

@+n)*=@+n)*=1*+4-1*-n+6-1°-n* +4-1-n* +n*

1P +2° +3 +..+n*+(1+n)* =

1 (n+D)+4-2° (L+2+3+..+n)+6-1*- 1 +2° +3° +..+n?)+4.1- P+ 2+ + .. +n¥) +1* +2° +3* + .. +n*
@+n)* =n+1+401+2+..+n)+6- (12 +22 +3F +...+n?)+4- P+ 2° +3° +..+n%)
(@+n)*—n-1-4@1+2+..+n)—6-(1* +2° +F +..+n°) _

@C+2°+3+..+n%) =

4
1+ 4n+6n? + 4n° 40 —n—1-4. "D g n(2n%+3n+1)
6 -
4
2 3 4 _n 1902 _9n_9n3_2n2 _ 4 3 2 2002 2 2
1+4n+6n°+4n" +n n41 2n°-2n-2n"-3n"-n_n +22 +n° _n'(n 22n+1):n (n4+1) :%n-n~(n+1)-(n+1)

Og her er ei liste over noen formler av samme type:

n(n2+ D) = %n(n +1)

n(n+1)(2n+1) :En(n+l)(n+1)
6 3 2

s N?(n+1)? 1.

4 4

1+2+..+n=

1P+2°+..+n° =
P+22+.+n 2(n+1)2

1 1 1 1 1 1 7
P+2'+ . +n* ==n(n+Y(+)M* +n-)==n(n+Y(n+)[(n+=)? — =
+27 4.4 5(+)(+2)( + 3) 5(+)(+2)[(+2) 3]

1 1 1 1 3
P+2°+..+n°==n’(n+D)*(N*+n-3)==n*(n+D?’[(n+=)* ==
5 (n+1)%( 2) 5 (n+D)°[( 2) 4]

1 1 1, 1 1 1 3 1
P42+ 40 =Zn(n+Y(n+2)(* +2n* —n+ ) =Zn(n+H(n+ )[(n-2)* - 5)* - =

7 (n+1)( 2)( 3) 7 (n+1)( 2)[( 2) 4) 12]

1 1 4 2, 1 1 41 19
+2"+..+n" =20’ (n+)*(n* +2n° —=n’ - Zn+2) ==n’(n+)°[((n-2)* - =)* - —

3 (n+1)%( 3" 73 3) 3 (n+D7(( 2) 24) 288]
18+28+...+n8:én(n+l)(n+1)(n6+3n5+n4—3n3—1n2+in—§)

9 2 5 5 5

°+2°+..+n° :inz(n +1)%(n® +3n° lnamelne +3n—§)
10 2 2 2

Er ikke sammenhengen mellom den farste og den tredje formelen ganske underlig?

Det fins faktisk en generell formel som sammenfatter alle disse, men den involverer en meget spesiell og vanskelig formel for tallene
som star foran hvert av n-uttrykka. Se nedafor!




Avansert om rekker:
Polynomdivisjon og rekkeutvikling:
Dere har leert om uendelige konvergente geometriske rekker at summen av uendelig mange ledd blir en brgk:

a+ak+ak?+ak® +ak’ +..=
1-k
Hvis vi nd prever a dividere teller pa nevner her — etter metoden ovafor — far vi:
a
Tt
a:(1-k)=a+ak+ak®+ak®+ak” +...
a—ak
ak
ak —ak”
ak®
ak’® —ak?®
ak®
ak® —ak*
ak*
OSV...

Og derved ser vi sasmmenhengen mellom en brgk og et (av og til) uendelig langt uttrykk. Hva med en tilfeldig brak?
1

1+ x%

1A+ x?) =1=x2+x* =x%+...
1+1x*

—1x?

—1x* —1x*

1x*

Ix* +1x°

—1x°

—1x® —1x®

1x®

Her tok vi ikke utgangspunkt i noen rekkeformel. Likevel ser vi at resultatet vart blir ei rekke. Og ser vi pa uttrykket, ser vi at dette
0gsa er ei geometrisk rekke.

Brook Taylor (1685 — 1731) fant en generell formel — Taylors formel (publisert 1715) — som omdanner funksjoner til rekker. Det er
ikke overraskende at vi — som vanlig — kan derivere og integrere begge sider av likhetstegnet og fa nye rekker. (Prgv pa den ovafor, la
X vaere den variable...)

Colin Maclaurin (1698 — 1746) brukte Taylors formel for & lage maclaurinutviklinger av kjente funksjoner (publisert 1742). Noen
eksempler:

x2 X3 X"
O =l X+t = ) T X E<, >
20 3 n!
2 3 4
X x> X
In(x+) =x-—+—-—+...,xe[-1]]
2 3 4
3 XS 7
SINX=X——+———+..., X<, o>
33 5 7
2 X4 6
COSX=1——+———+.. XE<&,>>
21 4 ol

Legg merke til at den siste oppstar ved & derivere den nest siste. Prgv deretter a derivere eller integrere den gverste: Hva ser du? Prgv
det samme med nummer to.



Ulike rekketyper:
Aritmetisk-geometriske rekker: Hva skjer nér ei rekke skal vaere bade aritmetisk og geometrisk?
al—k")  dk@-nk"* +(n-1k")
1-k (1-k)?

S,=a+(@+d)k+(@+2d)k*+...+(@+(n-1d)k"* =

der k = 1 Dette er ei rekke som bade er aritmetisk (hvert ledd gker med d) og geometrisk (hvert ledd multipliseres med k. Dersom

ke<-11> er rekka konvergent og summen blir:

S—a+(@+dk+(@+20)k? .= 4 K
1k (1-K)

Hypergeometriske rekker:

a

n

2 3 4 5
A + X+, X 43X +8, X7 + 38X+ der forholdet 211 kan beskrives som en funksjon. Gauss studerte slike rekker.

Aritmetisk, geometrisk og harmonisk: Hva ligger i begrepene?

Vi snakker om aritmetiske, geometriske og harmoniske rekker og falger. Og vi bruker de samme begrepene om gjennomsnitt, om
middeltall:

Aritmetisk middeltall: Dette er det vi vanligvis omtaler som gjennomsnitt av en mengde malte tall — gjennomsnittsalder,
g ta, t..ta,

A

48 8y blir: n . Det

gjennomsnittvekt. Gjennomsnittsfart, gjennomsnittskarakter. Gjennomsnittet av
aritmetiske har med summering & gjere.

a,,a,,..,a

Geometrisk middeltall: Vi tenker oss et geometrisk middeltall for '7n som den positive n’te-rota av produktet av dem:

G=1/a,-a,-...-a, ., . e : .
12 " . Vi kan for eksempel tenke oss det som gjennomsnittssida i et rektangel med sidene a; og a,, altsa sidelengda
i et kvadrat med samme areal. Dette fungerer naturligvis ogsa for terninger og for hagere grader.

Harmonisk middeltall: Denne middelverdien gir oss tonerekka var, og har ssmmenheng med invers, dvs. a sette et tall i nevneren i

en brgk.
1 1(1 1 1
—=—|—+—+..+t—
a,;,a,,... H nla a, a,

Gjennomsnittet av &, blir H etter formelen:

Hvis man skal bruke denne pa toneskalaen var, ser man interessante ting. Vi tar utgangspunkt i tonehgyde som antall svingninger pr.
sekund, altsa i hertz: Hz.

Tone C; D E F G A H C,

Tonehgyde (Hz) 260,7 293,3 330,3 347,6 391,1 440 495,0 521,5

Det harmoniske gjennomsnittet av C; og C, er:

L 1t 10002876686
H 2\2607 5215

H= T _a716
ol 0,002876686

altsd F.

Ellers er sammenhengen mellom tonene ”pene” breker:

D 9 33 E 9 F 256 22 G 9 A 9 H 9 C, 25 D, 9
Sekund: ——=—-=—3 , =0 = = T e A9 Ao o' " Aia A~ Tg o8
C, 8 22'D 8'E 243 3 F 8'G 8 A 8 H 243°C, 8

C D H 243 3
Oktav: —22222,—2:205v. Septim: —=——=—=
.1 ] C, 128 2



A 27 3 G 3 A 3 H 3 ¢C, 3
Sekst: Pl Kvint: —=—, —=—, —=—, —=—
C, 16 2 C, 22D 2'E 2'F 2
F 4 E 81 3*
Kvart: — = — osv. Ters: = =75
C, 3 C, 64 2

256
Vi ser to uregelmessigheter i en oktav: Pa pianoet mangler det 2 svarte tangenter. Der blir forholdstallet —— i stedet for —

g

Harmonisk rekke: Ei harmonisk rekke dannes ved at et ledd er det harmoniske gjennomsnitt av leddet foran og leddet etter. Dette

tilsvarer den aritmetiske rekka, der et ledd er det aritmetiske gjennomsnitt av leddet foran og leddet etter; dvs. at leddet ligger midt

mellom det foran og det etter. Det viser seg at den harmoniske rekka er en aritmetisk dersom vi skifter ut ethvert ledd med det inverse:
1 13 3 1 1 1 1

Leddet 5 skiftes ut med O . Leddet 3 skiftes ut med 13 osv. Derforer © 13 21 29 harmonisk: 5+ 13 +21 +29 +...
er jo aritmetisk.

Fibonacci-rekka: Rekka er spesiell! 1 + 1 +2+3 +5+ 8+ 13 + ... Fins det formler? Her er sitat fra en internettside:

Is there a formula that can be used to calculate the nth Fibonacci number? For example, if we want to know the 100th Fibonacci
number, do we have to count one by one?

The answer to the first question is, "Yes, but ..." The answer to the second question is, "No."” Now for the explanations! Sorry they
are so long. The standard formula for the Fibonacci numbers is due to a French mathematician named Binet. If F(n) represents the
nth Fibonacci number, then:

a"-p"

F (n) - b . . 2 1=

a-— where a and b are the two roots of the quadratic equation X~ —X—1=0

It is not obvious how to derive this formula, but it is easy to prove that it satisfies F(0) = 0, F(1) = 1, and satisfies the same recursion
as the Fibonacci numbers do. We can use the quadratic formula to see that

1++/5 1-+5
2 og 2 slikat a-b=+5

According to this formula:

F(3)a3‘b3(

R

_6J5+2V5° _6/5+10/5 16 _,
V5.2° 85 8 =
You might not guess that the formula always produces an integer for each value of n, but such is the case.

[l+x/§}5 _[1—@}5
F(S):as_bB _ 2 2

a-b (1445 B 1+5 B
2 2

145V5+10v5° +105° +545" +45° 1-5/5+10V5" ~1045° +5/5" — 5

23
2.5
2

l+fj [ ] 1+3f+3J§ +f 1—3x/§+3f2—x/§3

2° 2°
= -
1075 + 205" + 245"
25 _160V5 _32-5_,
NG YN

10



Men hva gjgr man for & finne nummer 100?

14 \/ngO ) [Hngoo

100 _ 100 ( 2 2
Faog =2 =0 _

a-b 1+45 _ 1445
2 2
14100V5 +...+100V5" ++5™  1-10015 +...-10055" + 15" 20045 +...+275"

2100 2100 2100

J5 - J5
= 354224848179262000000

200+...+2-5%
2100

Her ser dere at dette gjer man nok ikke! Dette er mer tungvint enn & sette opp rekka ledd for ledd.

I regnearkprogrammet Excel er det enkelt & beregne Fibonacci-tall.
Prgv! Kalkulatoren deres bgr ogsa klare det. Under tabellen finner dere én mate & programmere, kanskje den kan brukes.

Det gyldne snitt, dvs

n F(n) F(n+1)/F(n)
1 1 1,00000000000000
2 1 2,00000000000000
3 2 1,50000000000000
4 3 1,66666666666667
5 5 1,60000000000000
10 55 1,61818181818182
15 610 1,61803278688525
20 6765 1,61803399852180
25 75025 1,61803398867044
30 832040 1,61803398875054
35 9227465 1,61803398874989
100[354224848179262000000 1,61803398874989
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Ett dataprogram som finner Fibonacci-tall — til Casio-kalkulator:

@Echo off
Rem To run, start VPCalc.Exe. At Command: prompt, enter:
Rem - >>>>> Run("FIBPT <<<<<--—---;

Rem Enter [ if you plan to run this again soon.

begin:
AutoDisplay(0)
35m; 7t; 0g; SetD(35);
WriteLn
WriteLn("Table of Fibonacci numbers")
WriteLn

a=sqrt(5); b=(1+a)/2; N=1,
Write(N); Write(" : *); Write(N); WriteLn;
Loop: N=N +1; Fib=(0.5+b"N/a); Write(N); Write(":"); +
Write( Fib); WriteLn; if N <100 GoUpTo Loop;
end:

Hva med potensrekka som dere mgtte tidligere?

S, =17 +2° 43P +..+nP =

1 1 1 1
1 Bo-n"“—B{p+ J-np+82(p+ j~n"1+...+Bpl(pJr ]-n2+Bp(p+ J-n
p+1 1 2 p-1 p

By, B,,... er Bernoullitallene (publisert 1713), oppkalt etter Jacques Bernoulli (1654 — 1705) og ei liste over de farste ser slik ut:

n 0] 1 2 |3 4 5 6 7 8 9| 10 |11 12 13| 14 | 15 16

B, |1|-1/2|16|0| -1/30 |0| 1/42 |0 | -1/30 |0 |5/66 | O | 691/2730 | O | 7/6 | O | 3617/510

Denne siste formelen er jo ganske forferdelig i sin generelle form. Og skal man ogsa fa tak pa hva Bernoullitallene egentlig er for noe,
blir det enda verre. De er for gvrig definert etter rekursjonsformelen:

B, =1
— n °
B, =(B+1) der B" erstattes med B! Denne ma regnes ut tall for tall:
B,=(B+1)*=B%+2B,+1=B, +2B, +1 B,=(B+1)°=B*+3B*+3B, +1=B, +3B, +3B, +1=B, +3B, %u: B, +3B, 7%
1 1 1
<:>281+1=0<:>Blz—5 ©382_§=0®82=E

Historia bak denne merkelige samlinga med tall ma dere finne et annet sted!

12



Fra starten av denne planen: L

ei bni z9d

f or mel

for pi, (Ndenstvalgtp celled),

Excelverdien for pi el 3,1415926535897"

Ledd

nr. Ledd Akk. sum Pi minus sum
1| 4,0000000000000( 4,0000000000000 -0,8584073464102
2| -1,3333333333333| 2,6666666666666 0,4749259869231
3| 0,8000000000000| 3,4666666666666 -0,3250740130768
4| -0,5714285714285| 2,8952380952381| 0,2463545583517
5| 0,4444444444444) 3,3396825396825; -0,1980898860927*1
6| -0,3636363636363| 2,9760461760461 0,1655464775436
7| 0,3076923076923| 3,2837384837384 -0,1421458301486
8| -0,2666666666666| 3,0170718170718 0,1245208365179
9| 0,2352941176470| 3,2523659347188 -0,1107732811290
10| -0,2105263157894| 3,0418396189294! 0,0997530346603
100| -0,0201005025125| 3,1315929035585| 0,0099997500312
1000| -0,0020010005002( 3,1405926538397| 0,0009999997500
10000, -0,0002000100005| 3,1414926535900 0,0000999999997
50000, -0,0000400004000{ 3,1415726535897 0,000000000001
100000 -0,0000200001000f 3,1415826535897 0,0000100000000
250000 -0,0000080000160( 3,1415886535897| 0,0000040000000
500000 -0,0000040000040{ 3,1415906535896 0,0000020000001

bl ir

Dere ser at dette ikke er noen god rekke for & finne et godt tal | for pi: Det er farst etter en halv million ledd at pi er
rett med 5 desimaler!

s |

Tommy og Tigern (Calvin and Hobbes):

LANDET VART BLE SAMLET

FOR VELDIG LENGE SIDEN,
RUNDT 2R 1000 FT.

WS,

Bind 4 side 78g

Oppdatertonsdag, 1. februar 201Hans Isdahl
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