
 1 

R2 – 2011/12 Kapittel 5: 13. januar – 10. februar 2012 
  

Plan for skoleåret 2010/2011: Kapittel 6: 10/2 – 3/3. Kapittel 7: 3/3 – 31/3.  

Prøver på 2 skoletimer etter hvert kapittel. Deler av heildags- og øktprøver vil være uten hjelpemidler. 

Repetisjon, prøver, muntlig, økter, diverse arbeid: Påske – juni. 

 
Tommy & Tigern bind 4 side 49ø 

Differensiallikninger av første orden: 
Dette er et kapittel der vi ikke har bruk for digitale hjelpemidler: Det finnes muligheter for å løse differensiallikninger i Ti-nspire, 

men dere må lære metodene.  For å si det enkelt: Differensiallikninger er likninger der den deriverte til en funksjon opptrer på lik linje 

med funksjonen sjøl. Dette høres ut som en konstruert og sær problemstilling, men det viser seg at et kjent astronomisk problem, altså 

et spørsmål om å beregne forhold i verdensrommet, fra 500-tallet egentlig var å løse en differensiallikning over 1000 år før man hadde 

begrep om den deriverte. Vi skal møte enkle differensiallikninger, dvs. bare med y og y’ i dette kapitlet. Men det skal ikke stor 

oppfinnsomhet til å forstå at det i differensiallikninger kan dukke opp y, y’, y’’, y’’’, ∫  ∬  ∭  … Men ta det med ro: Å løse 

differensiallikninger foregår med enkle metoder, etter ei slags kokebok! 

Kladd Innhold Dato 

Prøve i 4 klokketimer – hele pensum så langt. 9/1 

5.1, 5.2, 

5.3, 5.4 

5.5(U) 

5.1 – Differensiallikninger og løsningskurver: Oppfinnelsen av tallet e var en utrulig milepæl i matematikken! Og 

det flotte med tallet er at (    )     og derved ∫         . Dette tallet er årsaka til at vi kan løse ganske 

mange differensiallikninger. Først skal dere bare lære å kontrollere at et oppgitt svar er rett. Det gjør dere ved å sette 

inn løsninga og den deriverte av løsninga på rett plass i likninga, og se at venstre og høyre side blir like. 

11/1 

5.6, 5.7, 

5.8, 5.9, 

5.10 

5.11(U) 

5.2 – Eksakte differensiallikninger av første orden:  

¶ Den enkleste differensiallikninga vi kan tenke oss, er:     ( ). Vi skal finne hva y er uttrykt ved x, og det 

gjør vi ved å integrere begge sider av likninga:      ( )   ∫ ( )    ( )  . Her vil konstanten C 

dukke opp, som vanlig. Hvis vi har ei opplysning til om løsninga, for eksempel at grafen til y går gjennom et 

spesielt punkt, kan vi finne den Cen som passer i akkurat det tilfellet. Ellers må dere huske på alt dere fra før av 

veit om funksjoner og grafer, for eksempel ekstremalpunktene og hvilke egenskaper de har. 

¶ En litt mer komplisert differensiallikning har både y og y’, og dersom vi klarer å få dette uttrykket til å passe 

med formelen        , kan dere jo integrere uttrykket og komme fram til et nytt, uv, som dere kan løse. Se 

eksempel 5 på side 183: ∫(  ( )  ( )  ( )   ( ))    ( )  ( )   

11/1 

5.12, 5.13, 

5.14, 5.15 

5.16(U) 

5.3 – Differensiallikninga        :  
Ved bruk av produktregelen for derivasjon, se læreboka side 184, går det an å bevise at dette uttrykket kan løses slik: 

          
 

 
      . C kan være et hvilket som helst tall. (Prøv å derivere høyre side!) 

16/1 

Innføring, kapittel 4: 4.100, 4.142, 4.152 16/1 

5.17, 5.18, 

5.19, 5.20 

5.21(U) 

5.4 – Modeller og bruksområder for differensiallikninga        : 

Her skal dere lære litt om hvordan man kan sette opp egne differensiallikninger i et praktisk problem. Et typisk 

praktisk problem kan for eksempel være at du veit at det er proporsjonalitet mellom veksten og det som vokser. Da 

kan vi sette opp en enkel differensiallikning utfra det vi veit om proporsjonal vekst fra 1. klasse. 

16/1 

Kort prøve uten hjelpemidler! 18/1 

5.22, 5.23, 

5.24 

5.25(U) 

5.5 – Differensiallikninger i fysikk. Newtons andre lov:  

Newtons lover om vei, fart og akselerasjon er typiske differensiallikninger. Farta v er:     ( ) 
  

  
 Og 

akselerasjonen a er:     ( ) 
  

  
    ( ). Husk på at tyngdens akselerasjon (et gjennomsnitt på Jorda, andre 

planeter har annen tyngdekraft) er           . 
Netons andre lov sier at summen   av kreftene er lik:        

18/1 

  



 2 

Kladd Innhold Dato 

5.26, 

5.27 

5.28(U) 

5.6 – Lineære differensiallikninger av første orden.     ( )    ( ):  

Hvis vi multipliserer begge sider i likninga med  ∫ ( )  , får vi ei venstreside som ser ut som produktregelen 

    ∫ ( )      ∫ ( )    ( )         fordi u = y og når  ∫ ( )     , blir v lik  ∫ ( )    ( ). Og da veit 

vi fra før av hva vi får når vi integrerer begge sider: uv! Det siste integralet vi skal løse, må ofte løses ved bruk av 

substitusjon, husk forrige kapittel 

23/1 

5.29, 

5.30, 

5.31, 

5.32 

5.33, 

5.34(U) 

5.7 – Separable differensiallikninger.  ( )     ( ):  
Når venstre side er eller kan gjøres til et uttrykk multiplisert med den deriverte av kjernen, kan vi bruke kjerneregelen 

baklengs og integrere begge sider:  ( )     ( ) ∫ ( )    ∫ ( )     Og så er det bare å regne ut. NB: 

Hvis vi regner litt med dx og dy, ser vi hva som skjer: 

  ( )     ( )  ( ) 
  

  
  ( )  ( )    ( )   ∫ ( )   ∫ ( )  . Og så er det bare å integrere. 

Husk på at C dukker opp når dere integrerer, og den får dere plassere i svaret. 

23/1 

5.35, 

5.36, 

5.37 

5.38(U) 

5.8 – Differensiallikninger i biologi og medisin:  

En typisk naturvitenskaplig problemstilling er når vekstfart er proporsjonal med en bestand eller et lineært uttrykk for 

bestanden: y’ = ky eller y’ = ky(a - px). Hvis vi regner litt med dx og dy, løser vi en separabel differensiallikning: 

       (    ) 
  

  
     (    ) 

 

 
      (    )   ∫

 

 
    ∫  (    )   . Og så er 

det bare å fullføre! 

25/1 

Kort test uten hjelpemidler! 25/1 

5.39, 

5.40, 

5.41 

5.42, 

5.43(U) 

5.9 – Bæreevne og logistisk vekst.        (   ):  
I en bestand kaller vi antallet N(x) og bæreevnen, altså maksimalgrensa for antallet utfra hva slags biotop eller miljø 

bestanden befinner seg i, for B. Vekstfarta er proporsjonal med avstanden mellom bæreevnen og antallet – på samme 

måte som den er proporsjonal med antallet i seg sjøl. Differensiallikninga blir:        (   ), og løses slik det 

blei gjort i 5.8. I praksis må vi bruke delbrøkoppspalting, og innfører en formel en gang for alle: ∫
 

  (   )
   

 

 
 

  
 

   
  . Vi forutsetter at bestandens ved starttidspunktet er i intervallet [   ]. 

30/1 

5.44, 

5.45, 

5.46 

5.47(U)  

5.10 – Retningsdiagrammer: 

Vi kan beregne y’ i en del punkter uten å finne løsninga på differensiallikninga. Det gjør vi med et retningsdiagram, 

se side 198. Dette er en kjekk snarvei for å få en følelse av hva vi skal finne.  

 

 

30/1 
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Kladd Innhold Dato 

(forts.) Figuren er et eksempel på retningsdiagram – ved hjelp av matematikkprogrammet Autograph. Uttrykket er    
  

 
. 

Når vi integrerer, blir svaret      , og på figuren ligger grafen til tre forskjellige Cer: 

      

  
 

 
   

       
Numeriske løsninger: Det skal ikke så mye til før vi kommer bort i differensiallikninger som faktisk ikke lar seg 

løse. Vi har sett at dette gjelder integral generelt, og differensiallikninger er også avhengig av at vi kan integrere. 

Derfor vil det skje. Men det fins andre metoder. Kalkulatorer kan integrere alle uttrykk som gir oss bestemte integral, 

trass i at de ikke kan finne formelen, det ubestemte integralet. Kalkulatoren bruker såkalte numeriske metoder. Slike 

metoder er også nødvendige for differensiallikninger. En slik metode der vi undersøker hvordan den deriverte, 

stigningstallet, endrer seg, er skissert på side 198-199. 

(forts.) 

 TI-nspire: 

Akkurat som TI-nspire kan løse likninger, kan den løse – eller “avløse” (løse baklengs, desolve) – 

differensiallikninger slik: 

 
Legg merke til at vi må oppgi variablene x og y, ellers regner TI-nspire dem som konstanter! 

Det dukker opp konstanter som kan anta hvilke verdier som helst, c6 betyr at det er konstant nr. 6 i denne regneøkta, 

og skal vi finne en spesiell løsning som går gjennom ett spesielt punkt, setter vi inn punktet med å bruke 

kommandoen ans og punktet (1, 4).  

 

Kort test uten hjelpemidler! 2/2 

5.48, 

5.49 

5.11 – Sammensatt eksempel: Her møter dere - som i forrige kapittel - ei større oppgave som tar for seg mange av 

teknikkene dere har lært i kapitlet. Det er viktig å se sammenhenger når dere lærer noe, kanskje spesielt i matematikk 

der alt bygger på noe dere har lært tidligere! Prøv dere på oppgavene! 

2/2 

Sammendrag av kapitlet - side 202 (Bok R2): Dette er stoff som passer på en huskelapp for kapittel 5.  

Test deg selv - side 203 (Bok R2): Utfør testen på egen hand en stille ettermiddag. Deretter retter du utfra løsningene  

på side 288 - 292. Klarer du halvparten, har du så vidt klart en 3er! En tredel gir deg ståkarakter og fire femdeler er en 5er! 

Øvingsoppgavene til kapitlet - side 204 - 211 (Bok R2): Fasit side 329 - 334. 
 

Innføring til kapitlet: 5.88, 5.94, 5.100  

Prøve i kapitlet, 2 timer med hjelpemidler:  

Tommy og Tigern (Calvin and Hobbes): 

 
Bind 4 side 51n 

Oppdatert onsdag, 1. februar 2012. Hans Isdahl 
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Alt om differensiallikninger av første orden,  

altså de som inneholder y’ 

1)      ( ).  
Integrer direkte:     ( )   ∫ ( )    ( )    

2)          

Bruk produktregelen for derivasjon baklengs: ∫(  ( )  ( )  ( )   ( ))    ( )  ( )    

Beviset for formelen ser slik ut:                               
 

 
        

 

 
       Men dere kan 

bruke formelen direkte:           
 

 
        

3) Den generelle metoden for første ordens differensiallikninger er slik:  

    ( )    ( )  

Vi lager produktuttrykk ved å gange slik:     ∫ ( )      ∫ ( )    ( )         på begge sider av likhetstegnet. Så 

integrerer vi begge sider, og finner svaret ved vanlig utregning. NB: Metoden er avhengig av at ∫ ( )   er mulig å finne! 

4) Et litt enklere uttrykk er separable likninger:  

 ( )     ( )  
Bruk kjerneregelen baklengs slik:  ( )     ( ) ∫ ( )    ∫ ( )     Og så er det bare å regne ut. NB: Hvis vi 

regner litt med dx og dy, ser vi hva som skjer:   ( )     ( )  ( ) 
  

  
  ( )  ( )    ( )   ∫ ( )   

∫ ( )   
5) Litt hjelp for å løse  

       (   ).  
I praksis må vi bruke delbrøkoppspalting, og innfører en formel en gang for alle: ∫

 

  (   )
   

 

 
   

 

   
   

Dette er hele kapitlet som ei kokebok! 
 


