R2 — 2010/11 - Kapittel 4: 30. november 2011 — 16. januar 2012

Plan for skolearet 2011/2012: Kapittel 5: 16/1 — 6/2. Kapittel 6: 6/2 — 3/3. Kapittel 7: 3/3 — 3/4. Prgver pa 2
eller 1 skoletime etter hvert kapittel. En heildagspreve i hver termin. En del pragver vil veere uten hjelpemidler.
Repetisjon, praver, muntlig, gkter, diverse arbeid: Paske — juni.

| =)

> JA HvA ER JEG MENTE smsnmn. JES VILLE BAR

INGEN SPoRsMALE i MENINGEN | | o4 sTyiaceT W LESTE GuERNE VISST DET FoR
NESTE WKAPITTEL . = NES °

mnp PZ PDETTE

PR

Tommy & Tigern bind 4 side 369

Dette er et GeoGebrakapittel og et TI-nspire-kapittel. Kalkulatoren kan ogsa beregne integral, men bare bestemte: Forelgpig har
dere formler for arealer og volumer av figurer der sidekanter og sideflater bestér av rette linjer og plane flater. Unntaket er sirkelen og
kula, og allerede i mgtet med disse to enkle figurene, merker dere at de enkle formlene for trekanter, firkanter osv. plutselig endrer seg.
En krum linje blander inn et tall & som det er vanskelig & finne et eksakt matematisk uttrykk for. Tankegangen nar vi har rette linjer, er
enkel og stammer fra antikken:

Rektanget Inndeles i sma kvadrater/ruter, telles opp, generaliseringer til formelen grunnlinje ganger hgyde.
Parallellogram: Gjares om til rektangel med litt tenkt klipping og formelen grunnlinje ganger hayde.

Trekant: Vises lett at er et halvt parallellogram.

Mangekanter generelt deles opp i trekanter. Arealene Igses ved hjelp av trekantformlene.

Sirkel: Blei lgst av egypterne, men alle de 4 elvekulturene eide en P-verdi: 8-kanten har omtrent samme areal som sirkelen:
Eudoxos (-300/400) og Arkimedes (-287 — -212) i Hellas regna ogsa ut areal av sirkel.

=A =4 =4 -84

10 1
Arkimedes' metode brukte innskrevne og omskrevne mangekanter til sirkelen, og fant at 3ﬂ_ <p< 37 ved & inn- og omskrive

96-kanten om en sirkel. Prinsippet hans blir med en 6-kant slik: Han starta med 6-kanten og halverte til 12-, 24-, 48- og 96-kanten:

. Francois Viete (rundt) 1500 beregna m i en 12-kant slik, i en formel som kan utvides til enda
stgrre ngyaktighet:
pe2r2Q2- \/2+J2+\/2+J2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/§ © 3141591
| en n-kant skal 12-tallet skiftes ut med n og antall 2-tall skal veere n-2.
Lar vi n ga mot uendelig, finner vi p ngyaktig:

pznl.im o2 2-\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+,__+m =p

o}

1 Parabelenog ellipsenfikk faktisk ogsa sine arealformler av Arkimedes! Parabelens areal er - av det rektangelet den passer inni.
Og en ellipse som er 2a brei og 2b hey, har arealet nab, eller — av arealet av rektangelet den far plass inni.

&, Vi skal altsa gjennom et kapittel som kan beregne arealer av &,
krumme kurver: Metoden Kkaller vi integrasjon. Men integrasjon
er ikke bare et verktgy for arealer. Det viser seg at & finne arealer

til en graf vil si det samme som & finne det funksjonsuttrykket som
450 har grafen som derivert. Vi skal altsa anti-derivere et uttrykk! Og

antiderivasjon har langt videre perspektiver enn arealer. | fysikken C
E er integral ofte knytta til begrepet arbeid. Og dersom du skal finne
formelen for hvilken kurve en vaier eller snor fglger nar den B

Galilen's best -
straight line 1 Galileo's result




henger mellom for eksempel et par traer, ma du antiderivere/integrere. Gjeldende eksempel kan ogsa lgses ved integrasjon: Nar du skal
rulle ei kule nedoverbakke fra ett punkt til et annet, hvilken bane er den raskeste? (Den korteste er naturligvis den rette linja, men den
raskeste?)

Galilei resonnerte slik — uten derivasjon — i 1638: Han beregna tida fra A til B og fant at kula gikk raskere dersom den trilla langs de
to linjestykkene AC fulgt av CB, hvor C ligger pé en sirkelbue. Det er riktig at vi skal bruke en bue, men Galilei valgte en gal bue
fordi han ikke kunne derivere — og integrere! Galilei hadde egentlig ikke noe bevis for at det blei en sirkel, han bare antok det fordi
sirkelen er en ”pen” matematisk kurve! (Kurva er en kjent matematisk kurve som dukker opp i mange sammenhenger, og dessverre(?)
ikke i vart pensum. Utgangspunktet for & lgse den er & vite at farta til kula er proporsjonal med kvadratrota av hgyden kula har falt,
som dere lerer i fysikk. Og metoden for & finne fram, kalles altsa integrasjon. Jacob Bernoulli brukte forresten ogsa fysikeren
Schnells brytningslover for lys for & lgse oppgava. Kurva kalles en brakistokron.)

Kapitlet vi skal begynne pakalles altsa integrasjon. Integrasjon blei brukt for & finne arealer under grafer eller mellom grafer, og
metoden kan ogsa brukes for & finne volumer av ganske mange legemer og lengde av funksjoner. Og s er det altsa slik at & integrere
er ngyaktig det motsatte av & derivere!

Kladd | Innhold Dato
Kort test uten hjelpemidler 3011
4.1, 4.2,|4.1- Areal under en graf. Bestemt integral:Enheten for svaret er enheten langs x-aksen ganger enheten langs
4.3 |y-aksen.
4.4(V)

Kalkulatoren (CASIO) kan finne areal slik, og det er bare en tilnermingsverdi for arealet mellom grafen
f (X) =0,5% +10 og x-aksen, fra 0 til 6 pa x-aksen.:

Metode 1) RUN-menyen: <OPTN> <CALC> < fijix > (0,5%% +10,0,6) Svaret du né far er arealet.

5/12
Metode 2) GRAPH-menyen: Y1=0,5x* +10 <V-Window>: X :0, X, :6,scale:1, Y, :0,
Y. oy - 28, scale:5 <EXIT> <DRAW> <G-SOLV> <F6> <F3> : G4 til x=0 <EXE> Ga til x=6 <EXE>, du far
markert arealet og svaret!
b
Et bestemt integral mellom grafen og x-aksen, og fra starten i a og slutten i b, skrives matematisk slik: fjf (x)dx
a
Innfgring, kapittel 3: 3.84bc, 3.89, 3.94, 3.101 1/12
Prave i kapittel 3! 6/12

4.5, 4.6,|4.2—Utregning av bestemt integral med antiderivert:

4.7 | Vitenker oss sma rektangler mellom grafen og x-aksen, med bredde lik 1 pa x-aksen. Hvis vi lager disse smalere
og smalere, vil summen av dem bli mer og mer lik det arealet vi er ute etter. Vi vil finne grenseverdien for denne
summen nar rektanglene blir grsma, dvs. gar mot null. Vi er pa jakt etter en formel for funksjonen som uttrykker
en funksjon for arealet. Det viser seg at vi finner denne formelen, dette funksjonsuttrykket, ved & antiderivere! 5/12
(Dette kalles ”matematikkens fundamentalteorem™.)

b
Generell setning: ff (X)dx = [F(X)]Z der F'(x) = f(x)

Prgve i kapittel 3 7/12

4.8, 4.9|4.3— Ubestemt integral: Det ubestemte integralet er altsa den antideriverte, og ubestemt betyr at det ikkje gar
mellom to grenser, at det ikkje er et areal. En del derivasjonsregler er ganske enkle & snu, men det er faktisk et
problem med antiderivering at vi ikkje kan finne formler som dekker alle tilfelle, slik vi kan med derivasjon!

Tl-nspire: Tl-nspire kan regne ut ubestemte integral slik: Dere henter 1_Hf? . }_:i Lxe Jal B Xl
integralverkteyet fra verkteylinja, valg “4” og velger 3: Integral, og o mem:msy -
skriver inn funksjonsuttrykket og argumentet, oftest x, pa rett sted. Hvis 2 Dertert ot punk. .

det er et ubestemt integral, er det alt som skal til, og dere ser lgsninga: gicieys,

4:Grense
owQmd & s
Legg merke til at TI-nspire ikke legger til noen konstant, den velger ut Toxle il -
- - . o 7 ‘X X A
akkurat den antideriverte som ikke har noe konstantledd, altsa bare énav |[=~- """ |  stegenune

uendelig mange svar: Dere ma huske pa C! Ahormel Ane

1 1212
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Kladd Innhold Dato
forts. | GeoGebra:Ubestemt integral her vil GeoGebra tegne grafen og oppgi det antideriverte funksjonsuttrykket, og
heller ikke GeoGebra legger til konstantleddet eller bruker eksakte verdier. Dere mé farst fa inn sjalve grafen,
som far navnet f(x) dersom dere ikke velger noe. Deretter ber dere om Integral[f(x)], og den bade tegner og
beregner:
Gonien LT -H‘
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Windu Hjelp
= . @
IF:'\!y"tﬂ‘eHervelg objekt (Hurtigtast for dette er Esc)
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3041
204
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@ mlegra\[f(x)] _ _ - _a - _Kammandu - :
Bestemt integralfins pd omtrent samme mate: Legg merke til kommandoen nederst!
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O L . D
-20
@ Imegral[f(x)tlﬁi - .n: * Kommando v.'
(Nar kalkulatoren var kan integrere alt, er det fordi den tilnaermer svaret og bruker andre metoder. For eksempel
kan kalkulatoren legge inn en million sma rektangler under grafen og summere dem. Men svara er alltid tilnserma
nar datamaskiner og kalkulatorer regner ut arealer!)
Regneregler for integral, antiderivering:
Lo Qwé L oQew -0 6 _-Qo l s 6 L w0Qn —o 6 . NMoQ® @& Q®
Q0w Q@ 6 _Q Qw -Q 6  OQw — o
_OEfQw AT 8 _Aldno OBI 86 . —00 OAD &




Kladd | Innhold Dato
4.10, 4.11 4.4— Mer om bestemte integrder og arealberegninger:
b
Husk pa at bestemte integraler, arealer, finnes slik: pjf (X)dx = [F(X)]:1 =F(b)- F(a)
a
Og: Dersom arealet ligger under x-aksen, blir svaret negativt! Det betyr at dersom areal er bade over og under x-
aksen, ma det deles der det krysser, og hver del ma beregnes for seg!
Tl -nspire: TI-nspire kan regne ut bestemte integral p4 samme méate med fe. b X= | fu | . X . B3
samme verktay: Dere henter integralverktoyet fra verktoylinja, valg “4” og ~ ™® ™ e ot pome pRek | 7w o
velger 3: Integral, og skriver inn funksjonsuttrykket og argumentet, oftest otk 1212
X, pa rett sted. | tillegg ma dere skrive inn nedre og gvre grense, altsa de e
verdiene arealet skal beregnes mellom. (Bestemte integraler er ikke bare som
areal, men for oss vil det stort sett veere det, og vi kan se dem som arealer e
under en graf.) Dere ser lgsninga: 3 S ror—— Mo |
_ 2 a:Tangertlinje 8
U O- ~ A Normal -linje
o0 Q® Tp pitpbcu {3(3‘2)““ ——
Og dere veit naturligvis at vi bruker <ctrl> for & finne et svar med : "3 pé-125
deimaltall. (57 st
4,12, |4.5—Regler for bestemte integraler. Areal mellom grafer:Skal vi finne arealet mellom to grafer f og g, tar vi
4.13, |integral av gvre minus integral av nedre: & Qo "Qw 'Q GEr vi usikker pa hvilken som er gverst, men
4.14,4.15
b 14/12
veit at de ikke krysser hverandre, kan vi bruke absoluttverdien: A =|{f{ f (x) - g(x))dx
a
4.16, 4.17 4.6 — Samlet mengdeMer trening med integral. Husk pa at navnet pa variabel ikke betyr noe. 1912
4.18, |4.7—Volum av omdreiningslegemer:Nar vi integrerer, summerer vi egentlig uendelig menge hgyder som til
4.19, 4.20 sammen skal utgjgre arealet mellom grafen og x-aksen. Hvis vi i stedet har et volum, er romlegeme som ligger
4.21(U) |parallelt med x-aksen, kan vi tenke oss at vi skal summere alle snittflatene vi far nar vi skjeerer i legemet, normalt
b
pa x-aksen, og dette skal bli volumet. Dette mé passe med integralteorien var: V = fJA(X) @X . Hvis vi kan finne
a
en formel for dette arealet, uttrykt ved x, vil dette bli volum! Hvis vi lar en vanlig grafe snurre om x-aksen, vil
problemstillinga bli sveert enkel. f-verdien vil utgjare radien i snittflata og arealet bli etter sirkelformelen
b
p@Ff (X)) slik at volumet blir: V = fp & ?(x) @Ix, et integral som av og til er svert enkelt!
a 1912
Volum av overflater: (Ikke pensum, ikke i boka) Som dere skjgnner ma vi integrere omkretser til legemet, altsa
summere alle omkretsene fra start til slutt. Nar det gjelder omdreiningslegemer, ma vi i stedet for & integrere arealet
b
til en sirkel integrere omkretsen: O = R0 O (x) Qix
a
Og hva med lengden av en grafe@kke pensum, ikke i boka) Her ma vi faktisk summere uendelig mange
b
hypotenuser i trekanter — de samme som vi brukte for & derivere — fra start til slutt: | = f3/1+ (f (x))? Q@Ix, som
a
ofte er kompliserte integral. Prgv a finne ut hvorfor formelen blir slik.
Kort prgve uten hjelpemidler 4/1
4.22, |4.8—Integrasjon ved substitusjon:Vi kan erstatte ekle x-uttrykk med en ny variabel, u(x). Da ma vi ogsa erstatte
4.23,4.24 du du
4.25(U) |dx med et u-uttrykk etter formelen: u'(x) = d— ,dvs. dx = T . Og hvis x-en blir borte og u-uttrykket er
X u (X
enkelt & integrere, kan vi i stedet integrere det! | et bestemt integral ma vi dessuten: Enten substituere tilbake til x an

far vi setter inn gvre og nedre grense, eller vi kan substituere grensene pa samme mate, etter formelen for u(x).
Dette er egentlig & tenke kjerneregel baklengs, og det gjer at vi kan lgse for eksempel uttrykk der vi bl.a. skal
integrere kvadratrot av et sammensatt x-uttrykk.

Umulige integraler: Vi kan absolutt ikke integrere alle uttrykk, sjgl om vi kan derivere alle uttrykk! Likevel kan vi

gjere det med numeriske metoder dersom det er bestemte integraler.
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4.26, 4.27
4.28
4.29(V)
4.30(U)

4.9- Delvis integrasjon: Vi bruker multiplikasjonsformelen for derivasjon baklengs. Nar

u'(x) @'(x) =u' () @(xX) +u(x) @'(x) , ma
fu () @' (x) = fu'(x) Q(x) + fu(x) Q' (x)
fu ) Q(x) ={u(x)Q'(x)- {ux)Q'(x)
fju’ () Q(x) =u(x) @(x) + Fu(x) @' (x)

Huvis vi har et produkt der vi kan integrere den farste faktoren «’(x) og derivere den andre v(x), kan vi omforme
uttrykket med denne formelen til uv og til et nytt uttrykk som vi kanskje kan integrere: uv’. Hvis vi velger u og v
dumt, pragver vi igjen med motsatt valg.

9/1

431
4.32(V)

4.10- Integrasjon ved delbrgkoppspalting: Det fins ingen generell brakregel for integrasjon, slik som for
derivasjon, og det er umulig & bruke regelen for derivasjon av braker baklengs. Da skal man i tilfelle veere god! De
eneste brgkene man kan ta direkte, er de hvor du har et farstegradsuttrykk med x i nevner og en konstant i teller:

) ~ C N 1 —E"
Da gjelder: de—Cmdx—aM|ax+b|+C

Men i mange tilfelle gar det an & gjere kompliserte braker om til enklere uttrykk: I noen tilfelle kan man dividere
teller med nevner og fa et uttrykk uten brgk og en rest som i eksempelet ovafor. Og i noen tilfelle kan man dele
opp en komplisert brok i en sum av brgker som i uttrykket ovafor: Delbrgkoppspalting.

3x+2  3x+2 A + B
x?-2x-3 (x+1)(x-3) x+1 x-3
Vi péstar at det opprinnelige uttrykket kan skrives slik, og vil finne A og B utfra to likninger som skal gjelde,
uavhengig av x:

Dette er ikke to fullstendige metoder, men av og til kan de brukes. Den gverste metoden metoden kalles
polynomdivisjon, og den gar ikke alltid. Her er et eksempel:

zi =3- 3x* +3x* - 3x® +3x® - 3x*° +...=L2

X +1 1- (- x9)
(Dere vil seinere kjenne igjen formelen som summen av ei uendelig geometrisk rekke med farste ledd lik 3 og
kvotient lik —x? der x er mellom —1 og +1, se kapittel 6.)
Her er et eksempel nar teller har minst like hgy grad som nevnerVi dividerer ut :

2x° +5x° I3X+1 :(Zx3 +5x% +3x +1):(x +1)=2x2
X + =

- 2xt + 2x2)
(3x2 +3x +1): (x +1) =3x

- Bx2+ 3x)

1
1:(x+1)=——
(x+1) i1

Legger vi sammen resultatene, far vi et uttrykk som kan integreres: 2x2 +3x +i
x+1

° 3 2 = 2 0 L
%?x +5x% +3x+1§sz Xz+3X+L%X:EX3+§XZ+In|x+]1+C
g x+1+ 3 2

X+1 =

9/1

Kort prgve uten hjelpemidler

111

433
4.34(U)

4.11-0Om & velge riktig metode:Nar det gjelder integrasjon, er det viktig & velge rett. Ellers i matematikken i
vgs. har vi ikke slike problemer. Dette lille delkapitlet skal trene dere litt i & finne metoden som farer fram!

111

4.35, 4.36

3.12Sammensatt eksempelHer mgter dere - som i forrige kapittel - ei starre oppgave som tar for seg mange av
teknikkene dere har leert i kapitlet. Det er viktig & se sammenhenger nar dere leerer noe, kanskje spesielt i
matematikk der alt bygger pa noe dere har leert tidligere! Prgv dere pa oppgavene!

16/1

Sammendrag av kapitlet- side 1% (Bok R2): Dette er stoff som passer pa en huskelapp for kapittel 4.

Test deg selv side 15 (Bok R2): Utfer testen pa egen hand en stille ettermiddag. Deretter retter du utfra lgsningene

pa side 284 — 288. Klarer du halvparten, har du sa vidt klart en 3er! En tredel gir deg stakarakter og fire femdeler er en 5er!
@vingsoppgavene til kapitlet- side 158- 177 (Bok R2): Fasit side 322 - 329.

Innfgring til kapitlet: 4.100, 4.142, 4.152

16/1

Prgve i kapitlet:




Tommy og Tigern (Calvin and Hobbes):

OPPGAVEN DIN VAR BRA,
MARIANNE. HER ER DIN,
Tommy.,

FORRESTEN KaN DU
SLUTTE A UNDERTEGNE
ALT MED ' TOMAMY. DENM
UTVALGTEY o0& s8 BURDE
DU HELLER LESE | EKSER
ENN A ETTERLIGNE "TING -
LYST HOS SORENSKRIVER! —
STEMPLER PR HVER

ENESTE SIDE,
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Oppdatert onsdag, 30. november 2011. Hans Isdahl



