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R2 – 2010/11 - Kapittel 3: 26. oktober – 24. november 2011 
  

Plan for skoleåret 2010/2011: Kapittel 4: 24/11 – 15/1. Kapittel 5: 15/1 – 3/2. Kapittel 6: 3/2 – 3/3. 

Kapittel 7: 3/3 – 23/3. Prøver på 2 eller 1 skoletime etter hvert kapittel. Én heildagsprøve i hver termin. En 

del prøver vil være uten hjelpemidler. Repetisjon, prøver, muntlig, økter, diverse arbeid: Påske – juni. 

 
Tommy & Tigern bind 3 side 239n 

Trigonometriske funksjoner: 
Dette er et GeoGebra-kapittel: Vi skal i utgangspunktet vende tilbake til trigonometri, dvs. til sinus, cosinus og tangens. 

Vi begynte med å definere de tre begrepene i rettvinkla trekanter, og for vinkler mellom 0
0
 og 90

0
. Sinus til en vinkel 

i en rettvinkla trekant var forholdet mellom motstående katet og hypotenus. Cosinus var forholdet mellom 

hosliggende katet og hypotenus. Og tangens var forholdet mellom motstående katet og hosliggende katet. I 2. klasse 

utvida vi begrepene slik at vi kunne finne sinus, cosinus og tangens til alle vinkler, og vinklene kunne være negative 

og positive, og ha opp mot uendelig høg tallverdi! Vi snakka om flere sirkelomdreininger som vinkler, ikke ulikt 

720-graders vending i diverse idretter.  

En grad er en enhet for måling av en vinkel i planet. Grader symboliseres med °. En vinkel på én grad tilsvarer 
1
⁄360 av en full sirkel. Én full sirkel er 360°.  

Tallet 360 ble antagelig valgt fordi det er delelig med 24 forskjellige positive heltall, inkludert alle heltall fra 1 

til 10 unntatt 7. Dette gjorde det enkelt å dele inn sirkelen i mindre vinkler og regne på disse ved hjelp av 

hoderegning. (For at antallet grader i en sirkel skulle vært delelig med alle heltall fra 1 til 10 måtte det vært 

2 520 grader i én sirkel, noe som er et mye mindre bekvemt antall.) 

Når grader brukes for å måle vinkler, brukes ofte også minutter, hvor ett minutt representerer 
1
⁄60 av én grad og 

symboliseres med ′, og sekunder, hvor ett sekund er 
1
⁄60 av ett minutt eller 

1
⁄3600 av én grad og symboliseres 

med ″. For eksempel, 40,20361° presenteres ofte som 40°12′13″ eller 40 grader 12 minutter og 13 sekunder 

(eller som 40°12,217′ eller 40 grader 12,217 minutter). Det er vanlig å bruke disse mindre enhetene (minutter og 

sekunder) når man angir bredde og lengde til et sted på jorden (se også desimalgrader). 

http://no.wikipedia.org/wiki/Grad_(vinkel) (22/10-10) 

I dette kapitlet skal vi blant annet lære om et nytt vinkelmål: Inndelinga av sirkelen i 360 grader er et kunstig og 

menneskeskapt påfunn. Vi skal i stedet innføre et såkalt naturlig vinkelmål. Dessuten skal vi regne med likninger der 

de trigonometriske uttrykka dukker opp, og vi skal bruke spesielt sinus til å beskrive hendelser som gjentar seg og 

gjentar seg, som for eksempel solas ”gang” over himmelen og tidevannets svingninger. Vi skal dessuten studere 

funksjonene i detalj, noe som også innebærer at vi deriverer! 

Idéen at det skal være 360° i en sirkel er kunstig og noe tilfeldig, og mer knyttet til tallteori enn geometri. Derfor 

foretrekker matematikere å bruke radian som enhet for vinkelmål, ettersom antall radianer i en vinkel tilsvarer 

antall radier som er lik buelengden til vinkelen. Fordi det er 2π radier i omkretsen av én sirkel følger det at 360° 

er lik 2π radianer, så 1° = 
2π

⁄360 rad = 
π
⁄180 rad ≈ 0.0174533 rad, og 1 rad = 

360°
⁄2π = 

180°
⁄π ≈ 57.29578°. 

Vinkelmålet Radian er en avledet SI-enhet definert som buelengde delt på radius. Det kalles også «absolutt 

vinkelmål». Radianer er en ubenevnt størrelse, men av praktiske grunner brukes ofte symbolet rad. 360° 

tilsvarer 2π radianer. Så enhver omregning fra radianer til grader eller motsatt kan regnes ut ifra dette forholdet. 

http://no.wikipedia.org/wiki/Radianer (22/10-10) 

 

http://no.wikipedia.org/wiki/Vinkel
http://no.wikipedia.org/wiki/%C2%B0
http://no.wikipedia.org/wiki/Bueminutt
http://no.wikipedia.org/wiki/Minutt_(symbol)
http://no.wikipedia.org/wiki/Buesekund
http://no.wikipedia.org/wiki/Sekund_(symbol)
http://no.wikipedia.org/wiki/Breddegrad
http://no.wikipedia.org/wiki/Lengdegrad
http://no.wikipedia.org/wiki/Jorden
http://no.wikipedia.org/wiki/Desimalgrader
http://no.wikipedia.org/wiki/Grad_(vinkel)
http://no.wikipedia.org/wiki/Tallteori
http://no.wikipedia.org/wiki/Geometri
http://no.wikipedia.org/wiki/Radianer
http://no.wikipedia.org/wiki/Buelengden
http://no.wikipedia.org/wiki/SI-enhet
http://no.wikipedia.org/wiki/Radianer
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Her ser dere to overraskende egenskaper ved sinus og cosinus: 

 

 

 

 

 

Det blei også gjort et forsøk på å innføre gradtall som en del av titallsystemet:  

En gradian, også kalt en nygrad forkortes gon, er en enhet for måling av en vinkel i planet, og tilsvarer 
1
⁄
400

 av 

én full sirkel og dermed 
1
⁄
100

 av én rett vinkel. Én gon er lik 
9
⁄
10

 av én grad eller 
π
⁄
200

 av én radian. Symbolet for 

gon er 
g
, så én full sirkel er 400

g
. Én gon deles videre inn i desigon, centigon, milligon, mikrogon osv.  

Enheten har sitt opphav i Frankrike som en del av det metriske systemet. På grunn av sammenblanding med den 

eksisterende enheten grader – spesielt i Nord-Europa – ble navnet gon innført. Selv om det ble gjort forsøk på 

en generell innføring av enheten, var det bare noen land som begynte å bruke den og da innenfor spesialiserte 

områder som landmåling (og orientering).  

Én av fordelene ved å bruke gradianer, er at en forskjell i bredde på én centigon (
1
⁄
100

 gon) tilsvarer omtrent én 

kilometer (1000,1966 m (WGS 84) i gjennomsnitt; 995,1687 m (WGS 84) ved ekvator, 1005,2456 m (WGS 84) 

ved polene
[1]

). (Dette ville gjort at nautisk mil ble overflødig.) Den mer kjente enheten grad, 
1
⁄
360

 av én sirkel, 

eller den matematisk mer bekvemme enheten radian, 
1
⁄
2π

 av én sirkel (som brukes i SI-systemet), brukes normalt 

fremfor gon. http://no.wikipedia.org/wiki/Gradian (22/10-10) 

Kladd Innhold Dato 

 Husk innføringa – 2.155 og 2.156 28/10 

3.1, 3.2, 

3.3, 3.4 

  

3.1 Radianer: Det er tilfeldig å dele inn en sirkel i 360
0
, eller 400 nygrader som også har blitt gjort. Men 

det er logisk å knytte et vinkelmål til en sirkel. Vi kunne i stedet bruke en ”kvart sirkel” i stedet for 90
0
, 

en ”sjettedels sirkel” for 60
0
 osv. Det ville være en logisk eller ”naturlig” måte å måle vinkler på. Et 

naturlig vinkelmål tar utgangspunkt i denne tankegangen og at en sirkels omkrets er 2π. I stedet for å 

snakke om ”en sirkel” som en hel runde rundt eller 360
0
, bruker vi betegnelsen 2π i stedet for 360

0
. Dette 

vinkelmålet kalles naturlig vinkelmål eller ”radianer”, RAD på kalkulatoren. Når vi innfører dette målet, 

kan vi sette opp denne tabellen: 
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Et mer logisk system for inndeling av vinkel blir altså: 
r

b
v   Vinkelmålet er buen den spenner over delt 

på radien ut til buen. Benevnelsen er radianer <RAD> på kalkulatoren. Buen til en hel sirkel, et omløp, er 

sirkelens omkrets: r2 Radien er r. Og vinkelen til ett omløp er dermed 

28,62
2

3600  


r

r

r

b
, uten benevning. Merk dere de eksakte verdiene av sin, cos og tan til 

disse utvalgte vinklene, samt tilsvarende absolutte vinkelmål i brøker av   i tabellen ovafor! 

26/10 
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http://no.wikipedia.org/wiki/Vinkel
http://no.wikipedia.org/wiki/Sirkel
http://no.wikipedia.org/wiki/Vinkel
http://no.wikipedia.org/wiki/Grad_(vinkel)
http://no.wikipedia.org/wiki/Radian
http://no.wikipedia.org/wiki/Desi
http://no.wikipedia.org/wiki/Centi
http://no.wikipedia.org/wiki/Milli
http://no.wikipedia.org/wiki/Mikro
http://no.wikipedia.org/wiki/Frankrike
http://no.wikipedia.org/wiki/Landm%C3%A5ling
http://no.wikipedia.org/wiki/Orientering
http://no.wikipedia.org/wiki/Kilometer
http://no.wikipedia.org/wiki/Meter
http://no.wikipedia.org/wiki/Gradian#cite_note-0
http://no.wikipedia.org/wiki/Nautisk_mil
http://no.wikipedia.org/wiki/SI-systemet
http://no.wikipedia.org/wiki/Gradian
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Kladd Innhold Dato 

3.5, 3.6, 3.7 

3.8(U) 

3.2 Trigonometriske likninger: Metoden er nøyaktig som tidligere, normalt fins det to 

løsninger i hvert omløp, men svara skal nå oppgis i radianer, altså med desimaltall eller helst, når 

det går, som brøker med π. Vi legger altså til      for sinus- og cosinusuttrykk og     for 

tangensuttrykk. 

31/10 

Prøve i kapittel 2! 2/11 

3.9, 3.10, 3.11 

3.12(U) 

3.3 Grafene til sinus og cosinus: Periode er hvor langt vi går på x-aksen for å komme fra ett 

punkt til et tilsvarende punkt på grafen, for eksempel fra et toppunkt til det neste. Nullpunkt er 

skjæring med x-aksen. Topp- og bunnpunkt ligger midt mellom to nullpunkt. Tegn grafene for 

sinus og cosinus i GeoGebra og kontroller at dette stemmer og hvor disse spesielle verdiene 

finnes. Funksjonen         har topp- og bunnverdier i    og perioden er 
  

 
. En funksjon som 

         er forskjøvet med vinkelen a mot venstre dersom a er positiv og tilsvarende mot 

høyre dersom a er negativ. Helt tilsvarende er det for cosinus-funksjoner som er identisk med 

sinusfunksjonen men ligger 
 

 
 mot venstre. 

GeoGebra 

Dere er vant til å skrive inn funksjonsuttrykket direkte.  

 Husk på at variablen må skrives i parentes, sin(x), cos(3x), tan(2x-6), sqrt(2x+3) osv.  

 Hvis dere bare vil ha funksjonen i et begrensa intervall, ikke som en uendelig kurve, kan 

dere definere den slik: Funksjon[sin(x),0,2pi]. Dette gir dere grafen BARE i 

definisjonsmengden dere har valgt.  

Det er ikke uvanlig å nøye seg med [0, 2π>, slik som i eksempelet. 

7/11 

3.13, 3.14, 3.15 

3.16(U) 

3.4 Harmonisk svingning: Generelt uttrykk for harmoniske svingninger er               

og tilsvarende for cosinus der det som står ovafor gjelder, slik: Amplitude A. Likevektslinje d. 

Periode   
  

 
 . Faseforskyvning 

 

 
. 

7/11 

Kort test uten hjelpemidler. 9/11 

3.17, 3.18, 3.19 3.5 Omskrivning til sinus: Alle uttrykk med sinus og/eller cosinus til samme uttrykk er egentlig 

en periodisk funksjon som kan skrives om til et enkelt sinus- (eller cosinus-)uttrykk. Vi bruker 

sinus, og formelen for omskriving ser slik ut:                              der 

  √      og φ er gitt ved at      
 

 
 og φ ligger i samme kvadrant som punktet      . 

Det siste er viktig for å bestemme hvilken vinkel vi skal bruke i formelen. 

9/11 

3.20, 3.21 

3.22(U) 

3.6 Løsning av likninga               : Dere kan løse slike likninger når d = 0 ved å 

dele på cos x og få likninga til å bli ei likning med tangens. Dette går ikke når vi ikke har null på 

høyre side. I stedet omformer vi uttrykket etter formelen fra de to foregående sidene:        

                      der   √      og φ er gitt ved at      
 

 
 og φ ligger 

i samme kvadrant som punktet      . Dette uttrykket kan dere løse ved å dele på A og finne 

     osv. 

14/11 

3.23, 3.24 

3.25(U) 

3.7 Modellering av periodiske funksjoner: Vi skal finne et funksjonsuttrykk      
             og finner de fire konstantene slik: Likevektslinja d ligger midt mellom et 

topp- og et bunnpunkt. Amplituden, største utslag A, er halvparten av avstanden mellom et topp- 

og et bunnpunkt. Perioden   
  

 
. Og faseforskyvninga 

 

 
 er hvor langt til høyre for y-aksen den 

første skjæringa med likevektslinja der grafen stiger, befinner seg. 

14/11 

3.26, 3.27 3.8 Derivasjon av sinus: Vi skal lære et par nye formler:               . I tillegg er det et 

interessant fenomen med funksjonen eller uttrykket 
    

 
 : Det viser seg at når vi lar x minke mot 

null, vil denne brøken gå mot 1! Det betyr at i nærheten av null oppfører sin x og x seg likt. Tegn 

opp funksjonen, ser dere at det ser riktig ut. 

16/11 

Kort test uten hjelpemidler. 16/11 

3.28, 3.29, 3.30 3.9 Derivasjon av cosinus og tangens: Et par nye og enkle formler, nå kan dere faktisk derivere 

det meste!                 og         
 

     
 . 

21/11 

3.31, 3.32, 3.33 3.10 Drøfting av sammensatte trigonometriske: Å drøfte en funksjon vil si å finne ut hva som 

er interessant med den. I matematikken er naturligvis grafen interessant, altså ei tegning, men 

dessuten spesielle punkter: Nullpunkt, toppunkt, bunnpunkt og vendepunkt. Og dessuten hvor 

grafen er over og under x-aksen, hvor den stiger og synker og hvor hulninga, åpninga er nedover 

og oppover. Av og til er skjæring med y-aksen interessant, skjæring med andre grafer og 

tangenter, spesielt vendetangenter. Dessuten vil noen arealer være interessant, og det skal vi ta i 

neste kapittel: Integrasjon. 

21/11 

Kort test uten hjelpemidler. 10/11 

3.34, 3.35 3.11 Modellering på lommeregneren: Dere har tidligere lært regresjon, altså å konstruere et 

funksjonsuttrykk på grunnlag av en del oppgitte punkter. Dette skal vi gjøre med flere typer 

funksjoner i dette kapitlet. Først og fremst med eksponentialfunksjonen, EXP. Merk dere at det 

flinkeste hjelpemidlet til regresjon, er Excel, regnearket vårt – eller andre regneark. Og fra Excel 

23/11 
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får dere dessuten utskrifter. En rask liten bruksanvisning: 

 Åpne Excel og gjør klar for en tabell, bruk gjerne overskrifter i kolonnene: 

 Skriv x-verdiene i første kolonne og tilsvarende y-verdier i kolonnen rett til høyre. 

 Merk denne tabellen. 

 Sett inn – Punkt – Punktdiagram 

 Høyreklikk på ett punkt – Formater trendlinje – Velg Lineær – Merk av Vis formel i 

diagrammet – Merk av Vis R-kvadrert verdi i diagrammet – Lukk 

Kladd Innhold Dato 

Forts.  Dette var eksempel på lineær regresjon. Legg merke til at dere også kan lage eksponentiell, 

logaritmisk, polynom og potens. Dessverre tar ikke Excel sinus, men det kan Casio og 

strengt tatt skal dere kunne klare det sjøl utfra dette kapitlet… 

Skal dere bruke uttrykket videre, må dere tegne den på papir, i GeoGebra eller som Graph på 

kalkulatoren! 

Dere får nå en kurve som er en tilnærma regresjonskurve til punktene, dere får formelen for 

funksjonen og i tillegg får dere et talluttrykk for r
2
, som hvis det er nær 1 viser at vi har ei god 

tilnærming. 

28/11 

3.36, 3.37 3.12 Sammensatt eksempel: Her møter dere - som i forrige kapittel - ei større oppgave som tar for 

seg mange av teknikkene dere har lært i kapitlet. Det er viktig å se sammenhenger når dere lærer 

noe, kanskje spesielt i matematikk der alt bygger på noe dere har lært tidligere! Prøv dere på 

oppgavene! 

28/11 

Sammendrag av kapitlet - side 116 (Bok R2): Dette er stoff som passer på en huskelapp for kapittel 3.  

Test deg selv - side 117 (Bok R2): Utfør testen på egen hand en stille ettermiddag. Deretter retter du utfra løsningene  

på side 281 – 284. Klarer du halvparten, har du så vidt klart en 3er! En tredel gir deg ståkarakter og fire femdeler er en 5er! 
Øvingsoppgavene til kapitlet - side 118 - 129 (Bok R2): Fasit side 314 - 322. 

 

Innføring til kapitlet: 3.84bc, 3.89, 3.94, 3.101 30/11 

Prøve i kapitlet:  

 

Og så forlater vi "pensum": 

Å leke seg med sinus, cosinus og tangens kan være morsomt. Her er litt stoff som ikke har med funksjoner å gjøre, men som 

også utvider kunnskapen om de trigonometriske uttrykkene. I tidligere tiders matematikkpensum fantes for eksempel disse 

formlene i tillegg: 

         

 

  

 

I den regulære femkanten og den regulære tikanten kan vi finne sidene og vinklene med eksakte uttrykk. Derved er det mulig å 

finne sinus, cosinus og tangens med eksakte uttrykk til en del andre vinkler: 

vinkel sinus cosinus tangens absolutt vinkelmål 
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Og hvis man bruker formler for de halve vinklene – se ovafor – kan man finne eksakte uttrykk til en del andre vinkler også. 

Dessverre kan man ikke finne eksakt uttrykk for 1
0
, og derved er det en god del vinkler som ikke har eksakte uttrykk. Ved bruk 

av formler – de ovafor for eksempel – kan man finne eksakte verdier til                        
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Dette er ikke noen pene uttrykk, men et eksempel på hvordan man kan finne eksakte uttrykk ved hjelp av formelapparatet for 

trigonometriske funksjoner. 

Vi tar med ei rekkeutvikling for tangens også: 

 

Her er Bn Bernoulli-tall nr. n – slå opp, for eksempel på plan for kapittel 1 når sidene våre er oppe igjen. Det stilles krav til 

vinklene her, og vi må bruke et annet vinkelmål enn grader – se kapittel 6. 

Vi skal vende tilbake til de trigonometriske funksjonene i kapittel 6: Periodiske funksjoner. Der skal vi spesielt studere hvordan 

disse funksjonene gjentar seg når vi går mot høyre eller venstre på x-aksen. Og vi skal møte begreper som periode, amplitude og 

frekvens. Dessuten skal vi lære et nytt vinkelmål som ikke baserer seg på gradtall! 

Eksakte sinus-, cosinus- og tangensverdier: 

Utgangspunktet for å finne de eksakte verdiene som kan finnes, er regulære mangekanter innskrevet i en sirkel. Høyden fra origo 

og ned på ei side kalles q3 for trekanten, q4 for firkanten osv. Tilsvarende kalles sida til trekanten s3 osv. for de andre figurene. 

Vinkelen fra origo som spenner over ei side, vil ha verdien  
    

 
 
  

 
 i n-kanten og q og s vil stå vinkelrett på hverandre. Radien 

kaller vi r i alle figurene, men skal vi finne sin, cos og tan, kan vi erstatte radien med 1. 

Trekanten:   Hvis vi nå ”glemmer” at , kan vi i stedet bruke formlikhet og får:  

    

og Pytagoras: 

  

Og slått sammen: 

 

Vi må naturligvis bruke den positive verdien sia dette er linjestykker. 
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Vi må også her bruke positiv verdi. I finner vi de trigonometriske verdiene direkte: 

 
Firkanten, dvs. kvadratet:   

 Hvis vi nå ”glemmer” at , 

 kan vi i stedet bruke setningen om likebeinte trekanter, får vi:  

    

Vi må naturligvis bruke den positive verdien sia dette er  

linjestykker. 

 

I finner vi de trigonometriske verdiene direkte:  
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Åttekanten:  

Åttekanten gir oss ikke nye opplysninger om trigonometriske verdier i  

forhold til kvadratet. Men formlene her er kjekke: 

 

 

Sekskanten:  

 Vi lærer  

ikke noe nytt fra sekskanten i forhold til fra trekanten når  

det gjelder vinkler og trigonometriske verdier. Men det  

kan være kjekt å ta med seg: 

 

 

 Tolvkanten:  

Vi lærer heller ikke noe nytt av tolvkanten i forhold til tre- og  

sekskanten, men et par formler kan vi jo ta med: 

 

Men Arkimedes utvida 12-kanten til en 96-kant for å finne en god  

verdi for π: Han laga en sirkel og en innskrevet og en omskrevet  

96-kant. Ved å beregne omkretsen av de to tolvkantene, fant han at  

omkretsen til sirkelen, 2πr, lå mellom disse to verdiene, og derved fant 

 han π slik:  

223/71 < π < 22/7, altså at 3,140845...< π < 3,142857...  Prøv sjøl! 

Tikanten:   

  

Nå begynner ting å bli både vanskelig og spennende! Vi møter  

nemlig både nye vinkler (72, 36, 18 og 54 grader!), og vi får  

se en definisjon av det gylne snitt.  

Trekker vi linja AL slik at AL=AB=s10, vil vi få to formlike  

trekanter, , som gir oss 
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Forholdet mellom s10 og r er omtrent 0,62 og det er definisjonen på deling etter det gylne snitt. Av Pytagoras i  får vi: 

 
Verdier for de trigonometriske uttrykka for vinklene blir:  

 

 Femkanten:   Sammenhengen  

med tikanten er åpenbar. Og ved hjelp av tikanten får vi formlikhet: 

  

Og Pytagoras gir oss:  

   

Og vi får nye trigonometriske uttrykk: 
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Sjukant? Nikant? Elvekant (ellevekant)? Trettenkant?  

Hadde vi kunnet behandle dem og funnet eksakte verdier for sider og høyder, hadde vi kunnet finne eksakte verdier for 

trigonometriske funksjoner til alle heltallige vinkler. Særlig 1
0
 burde vært interessant. 12-kanten kan vi benytte, men den gir oss 

lite nytt utover 3- og 6-kanten. Nikanten kunne gitt oss mange svar: Vi kunne funnet sin20
0
. Og fordi sin18

0
 kan gi oss sin2

0 
ved 

halvering. Og sin2
0
=sin(20

0
 – 18

0
). Den kan vi halvere for å finne sin1

0
. Men kan vi finne s9 og q9?  

  

  

 

  

 

En annen tanke er at vi kan lage formler for 

  

 og deretter ta utgangspunkt i 3
0
 for å finne 1

0
. Det fins en slik sammenheng:  

 

Prøv å løse denne tredjegradslikninga med hensyn på  

. 

Men det er ikke helt lett… 

Syttenkant? Hundreogfemtisjukant? 

Knapt 19 år gammel fant Carl Friedrich Gauss ut hvilke regulære mangekanter som kan konstrueres med bare linjal og passer 

(17-kant, 157-kant etc). Det var det første framskrittet på dette området siden antikken. Og et resultat av disse konstruksjonene er 

at det går an å finne eksakte verdier for vinklene i disse mangekantene – men de er ikke så veldig interessante… 

Det siste spørsmålet en kan stille seg i vår kalkulatortid: Trenger vi i det hele tatt eksakte verdier til de trigonometriske uttrykka 

for vinkler? Eller er dette bare interessant for tallteoretikere? 
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