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Tommy & Tigern bind 3 side 194
1: Trigonometri: 24. august - 12. september 2011

| dette kapitlet trenger dere Ti-nspire. Kalkulatoren er ubrukelig fordi vi skal regne med
eksakte verdier. Men det kan veere nyttig a tegne litt med Geogebra


http://matematikk.nordreisavgs.net/

Slik gjorde vi det i fagrste klasse- VG1-T:

1 Ordet geometri betyr egentlig jord - (geos) maling (metri). Meter er det samme som mal. For & male & og
spesielt for & male Jorda dtrenger vi tri- (tre) gono- (kant) metri (maling). Dere skal leere at alle figurer
med rette sider 8 og alle romlegemer med rette sider & lar seg male ved hjelp av trekantberegning: Alle
kan deles opp i trekanter.

1  Nar dere skal finne sider, vinkler, omkrets, areal og hgyder i trekanter, har dere leert to hjelpemidler &
foruten at man naturligvis kan male med linjal:  Formlike trekanter og Pytagoras’ leeresetning. Dessuten
veit dere at vinkelsummen i en trekant alltid er 180 °.

1  Alle trekanter er gitt nar dere kjenner 3 ting: tre sider eller to sider og én vinkel eller ei side og to vinkler
ell er areal og to sider eller omkrets og to sider el
lengde i tillegg. Det er nemlig slik at kjenner vi to vinkler, kjenner vi den tredje ogsa.)

1) Dere skal forst laere alt om rettvinkla trekanter: Hvordan finne vinklene og sidene som mangler?
2) Deretter skal dere leere alt om vilkarlige trekanter: Hvordan finne vinklene og sidene som mangler?

| er é

3.1 - Definisjon av sinus, cosinus og tangens: Vi innfgrer tre begreper som er nyttige for a finne vinkler i alle rettvinkla trekanter.
(Seinere vil de bli nyttige for & finne alle tenkelige vinkler i alle slags figurer!)
Motstdende katet

Hypotenus
Hosliggend:- katet
Hypotenus

Sinus: | en rettvinkla trekant er alltid konstant, og vi kaller dette forholdet for  sinus: sin pa kalkulatoren.

Cosinus: | en rettvinkla trekant er alltid konstant, og vi kaller dette forholdet for ~ cosinus cos pa

kalkulatoren.
Motstidende katet

Hosliggene- katet

Tangens: | en rettvinkla trekant er alltid konstant, og vi kaller dette forholdet for ~ tangens: tan pa

kalkulatoren.

3.2 - Sider i rettvinkla trekanter: Formlene for sinus, cosinus og tangens er egentlig laga for & finne vinkler ved hjelp av sider. Men
de kan naturligvis brukes for a finne h va som helst som inngar i formlene. For eksempel en hypotenus eller katet dersom vi kjenner
en vinkel og ei side. A finne sinus, cosinus eller tangens nar vi kjenner vinkelen, gjar vi bare med kalkulator eller Tl -nspire!

6.3 - Spisse vinkler i rettvinkla trekanter: Nar vi kjenner vinkelen, kan vi finne sinus, cosinus og tangens til den. Og omvendt: Nar
vi kjenner sinus, cosinus eller tangens til en vinkel, kan vi finne vinkelen! Og derved kan vi finne vinklene i rettvinkla trekanter!

6.4 - Utviding av definisjonen: Vinkler i en trekant dikke en rettvinkla &kan vaere helt opp til 180 °. Derved kan det vaere nyttig &

innfare sin, cos og tan ogsa til vinkler over 90 °. Det gjer vi med en enhetssirkel:
L.

Enhetssirkelen har radius pa 1. Dvs. at hypotenusen
blir 1, og dermed blir cosinus lik hosliggende katet og
sinus motstdende. Disse katetene finner vi igjen pa
henholdsvis x- og y-aksen. Derved blir sinus positiv
ogsa for vinkler mellom 90 og 180 grader. C osinus blir
derimot negativ i denne andre kvadranten.
Supplementsvinkler: To vinkler som til sammen blir
180°, kalles supplementsvinkler. For
supplementsvinkler u og v gjelder alltid at O Edl
OBlogATé0  ATuOMen dette ser dere av
enhetssirkelen ovafor.

6.5 - Arealsetninga: Figuren viser en rettvinkla trekant. Men arealsetningen gjelder A4
uansett hva slags form trekanten har. Og den fins i tre versjoner:
1. .. . 1. o 1.l . c b
==deQinl A=—@®AInl C==-@@Quinl B
2 2 2 g =Lv -




6.6 - Cosinussetninga: Cosinussetningen gjelder i alle trekanter, og er en sammenheng A
mellom alle sidene og en av vinklene. Kjenner vi tre av disse, kan vi finne den fijerde med

[y

vanlige likningsregler. A
Og ogsa den fins i tre varianter, vi velger den som passer os best. Legg merke til at den likner ;
Pytagoras®é setning, og blir helt Ilik n=r vinkelen vi ®r

a’=b*>+c?- 2@ @osl A
b>=a’+c’- 2@ Gosl B
c’za’+b’-2GGosi C

6.7 - A finne vinkler med cosinussetninga: Bruken av cosinussetninga blir som vanlige likninger, og vi finner den av de
tre variantene som passer oss best utfra hvilke verdier vi allerede kjenner.

6.8 - Sinussetninga: Dette er en enkel setning som egentli g springer ut av arealsetningen. Den kan brukes for & finne
sider og vinkler i trekanter dtilsvarende cosinussetningen, men her er to vinkler og bare to sider involvert. Det fins
ogsa her tre muligheter der dere velger hvilke to brgker dere kan ha nytte a v, og sette dem lik hverandre.

a _ b ¢
sinfl A sinl B sinl C 4

Denne setninga kan ogsa snues oppned: -
sinl A_sinl B _sinl C b
a b c 5 v
- [

Da kan vi ga lgs pa dette aret:

Kladd Innhold Dato

1.1, 1.2, 1.31.1: Trigonometri i rettvinkla trekanter: Definisjonen pa sinus (motstaende katet over hypotenus),
cosinus (hosliggende katet over hypotenus) og tangens (motstaende katet over hosliggende katet)
stammer fra rettvinkla trekanter. De aller fleste verdiene vi far, er irrasjonale, de kan altsa ikke
skrives som brgkuttrykk. Likevel skal vi leere oss de eksakte verdiene til noen viktige vinkler: 0, 30,
45, 60 og 90 grader. | en 45 — 45 — 90—trekant med Kateter lik 1 blir hypotenusen lik V. Finn sin, cos
og tan til T v i enslik trekant. Likedan kan vi gjgre med ¢ 1og ¢ 11 en 30 — 60 — 90-trekant med
hypotenus pé 2 og lillekatet lik 1. Da blir storekatet lik Vo og vi kan finne verdiene. Sin, cos og tan
til 0 og 90 kan dere fra far. Oversikten — som dere skal kunne utenat — ser slik ut:

vinkel sinus | cosinus| tangens

0 ! 0 24/8
p P | »
q g

P = P~

L = 1

C Vi C Vi

P P Vio

¢ c
1 0 O b

Prov disse: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.01.001.xml
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Kladd Innhold Dato
Forts.: En gyllen regel:Nar det gar an a regne med eksakte verdier skal eller bgr dere gjare det. Derfor er det
" |viktig — og ganske enkelt — nar dere husker tabellen ovafor. Seinere skal dere lre at det er en god del
andre vinkler som kan uttrykkes med eksakte sinus, cosinus og tangens.
Ti-nspire: Ti-nspire kan regne bade med eksakte verdier og med tilneermingsverdier. Husk pa at sinus,
cosinus og tangens er funksjoner som dere ma fortelle programmet at er funksjoner: Som vanlig
bruker vi prentes for & si det, sin(30) for eksempel. Og husk pé at sin™ slik dere kjenner fra
kalkulatoren, ogsa den i Ti-nspire, skrives som funksjonen arcsin(30)! Oppgave 1.1a kan lgses slik:
sin(30)-cos(30)+cos(30)-sin(60:l £+i
4 4
sin(30)-cos(20)+cos{30)-sin(60) 118301
Svaret kommer med <Isk> i eksakt versjon og med <ctrl><Isk> i tilneerma versjon. Husk pa at dere ma
stille inn for grader med Fil — Innstillinger — Dokumentinnstillinger — Grader — Systend
GeoGebra: Hvis dere tegner inn figuren noyaktig S ’
slik den er gitt i ei oppgave, kan GeoGebra
beregne alt dere trenger, riktignok med
tilneermingsverdier. Til hgyre er figuren i oppgave
1.2 tegna inn slik den er gitt. 73 50 Byd
D 625 Areal DBC = 9.38 c A_Lfci - — E
5-10 pp—— o AT =173 TB=4
Areal ATD = 2.6
£=15313"
346 Areal ABCD< 17.97
P 5 375
Og dersom vi bruker GeoGebra til & finne vinkler
adsor Voo 0= 3657 R~ og lengder og arealer, far vi figuren til venstre.
i ' T Areal T;D =6 i
14,15 1.2: Enhetssirkelen:] et koordinatsystem finner vi verdiene til de trigonometriske uttrykkene direkte
nar vi lager en sirkel med radius 1 om origo, lar det ene vinkelbeinet ga langs positiv x-akse og finner
1.6(U) ;. ; X ; : . ; e 1al 9> .
skjeering med sirkelen til det andre vinkelbeinet: x-verdien er lik cosinus til vinkelen og y-verdien er
lik sinus til vinkelen. Dette gjelder ogsa for vinkler over w Tt
Prgv enhetssirkelen pa nett: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/full_content.asp?file=moduler/enhetsformel
Bakgrunnen for at dette stemmer,
er pytagoras-uttrykket som viser
sammenhengen mellom sinus og —]
9o§|nys, 09 §o'r‘n alltid gjelder: 05
i O wew p
1 Til hgyre er enhetssirkelen 081
tegna i GeoGebra, 0g SINpS
vinkelen 70° er plassert. 041
f Cos 70° kan vi lese av pd x- L o
aksen, omkring 0,34. 2]
y = 290° a=70° 298

f  Ogsin 70° p& y-aksen, rundt
0,94.

Vi ser ogsé at 110° har
samme sinus som 70° — men
motsatt cosinus!

f Og pa samme mate har 290°
samme cosinus som 70°, men
motsatt sinus.

9 Nar det gjelder tangens, er

den forholdet mellom sinus

og cosinus, slik at tangens til
70° er lik tangens til 250°,
der bade sinus og cosinus er motsatte.

Tangens til 110° og til 290° er motsatte tangens til 70°.

Legg merke til at vi ogsa far negative sinus (under x-aksen), negative cosinus (til venstre for y-

aksen) og negative tangens — i andre og fjerde kvadrant!

0.2
COSINUS

=a =



http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/full_content.asp?file=moduler/enhetsformel

Kladd

Innhold

Dato

1.7,1.8,1.9

1.3: Symmetrier pa enhetssirkelenVerdiene fra tabellen ovafor gar igjen i alle kvadranter! Men de
skifter fortegn. Sinus er positiv over x-aksen, cosinus er positiv til hgyre for y-aksen og fordi tangens
er lik sinus over cosinus, vil tangens vare positiv i annenhver kvadrant, dvs. 1. og 3.

vinkel sinus | cosinus| tangens
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Prov disse: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.02.001.xml
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Kladd

Innhold

Dato

1.10, 1.11,
1.12

1.4: Trigonometriske grunnlikninger: Likninger med sinus, cosinus og tangens har som oftest — det
fins bare et par unntak — 2 lgsninger i fgrste kvadrant. Kalkulatoren gir oss aldri mer enn ei lgsning,
som oftest den i eller neermest farste kvadrant. Den andre ma vi finne vha. enhetssirkelen. Skal vi
lenger enn til farste omdreining, altsa over 360 eller under 0 grader, ma vi legge til eller trekke fra 360
grader for hver omdreining. | matematikken sier vi Q0o @ ter Qv ¢a Dessuten er sammenhengene
slik:i Q¢ OEdYT wogwéi ATl ®pm o Al Gwogd dE AP YT .
Ti-nspire: Vi lgser likning pa vanlig mate og

far enten eksakte verdier eller tilnaerma, solvefsincos(x)=0 8] )
ettersom vi bruker <ctrl> eller ikke. Og merk x °6°'("2'”;°'877465) orx °6°'("2'”;°'°92067)
dere at Ti-nspire gir alle lgsningene!

solve(sin(x)+cos(x)=0 8,1)
x=360 -(n3+0 279206) or x=360 -(n3-0 029206)

Prav: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.04.001.xml

5/9

Kort pragve 1.:1.4—uten hjelpemidler

5/9

1.13, 1.14,
1.15,1.16

1.5: Enhetsformelen:Nar vi har likninger som inneholder béade sinus og cosinus, ma vi ha bort én av
dem. Skal vi lgse likninger, ma vi alltid ned til bare én ukjent om gangen. (Dette er ikke ulogisk, og
kan godt overfares til andre omrader i livet: Med flere variable eller flere problem, ma vi hanskes med
ett av gangen.)

I likninger med sinus og cosinus har vi enhetsformelen til dette bruket: i Q& ®£ & p
Laser vi den med hensyn pa sinus eller cosinus, far vi noen formler til:

i p ©ED

WED p i

i Qt olp OE D

el oVp T Qb

Ti-nspire trenger ikke denne hjelpa. Den lgser likningene direkte.

Prav: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.05.001.xml

5/9

1.17,1.18,
1.19,1.20

1.21(V)

1.6: Sum og differanseVi kan regne med mer kompliserte uttrykk for sinus og cosinus ved hjelp av
disse formlene:

OEd 0 (i QEoD&iED 61 Q&L

AT® 0 Oéi oBEIQE o6l Q&

Ved hjelp av disse formlene kan vi ogsa finne eksakte verdier for trigonometriske uttrykk tgil andre
vinkler enn dem vi fant ovafor. Husk pé at alt skal vaere eksakt i dette kapitlet!

Prav igjen: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.03.001.xml

Og denne: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.06.001.xml

719

1.22,1.23,
1.24

1.25(U)

1.7: Dobbel vinkel: Nye formler som gjgr at vi kan doble vinklene:
i Q6

® £cH

i QEODED O

WED | QB p ci B chED p

0 axd

Prav: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.07.001.xml

12/9

Kort pragve 1.121.6—uten hjelpemidler

12/9

1.26, 1.27
1.28(U)

1.8: Sammensatte trigonometriske likninger:Det kan av og til vaere vanskelig & fa samme variabel
og bare ett trigonometrisk uttrykk i ei likning. Men det ma gjares, og det gjeres ved hjelp av formlene
dere har leert hittil i kapitlet.

Prov disse: http://www.gyldendal.no/sigma/R2/html/tasks/flashtasks.asp?file=oppgaver&params=navn=data/01.08.001.xml
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Kladd Innhold Dato

1.29, 1.30, | 1.9: Sammensatte eksempleitder mater dere ei starre oppgave som tar for seg mange av teknikkene 14/9
1.31 dere har leert i kapitlet. Det er viktig & se sammenhenger nar dere leerer noe, kanskije spesielt i
matematikk der alt bygger pa noe dere har lzrt tidligere! Prgv dere pa oppgavene!

Kort p rgve 1.71.9—uten hjelpemidler 14/9

mSammendrag av kapitlet- side 28 (Bok R2):Dette er stoff som passer pa en huskelapp for kapittel 1.
mTest deg selv side 29 (Bok R2):Utfer testen pa egen hand en stille ettermiddag. Deretter retter du utfra
Igsningene pa side 274 - 276. Klarer du halvparten, har du savidt klart en 3er! En tredel gir deg stéakarakter og

fire femdeler er en 5er!
mJvingsoppgavene til kapitlet- side 30- 37 (Bok R2):Fasit side 302-306.

Innfaring til kapitlet: 1.86a, 1.88a, 1.94, 1.97 HELST digitalt! 14/9

Prave i kapitlet: Ingen hjelpemidler!

Tommy og Tigern (Calvin and Hobbes):

(aas HAR KUTTET WA ER 5A KUNST-
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3y ER MER AV BN & -ARINGEN |

Bind 3 side211m

Oppdatertonsdag, 24. august 201Hans Isdahl



