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3MX – 2007/08: Kapittel 7:  februar/mars 2008 
 

Kapittel 7 dreier seg igjen om vektorregning. Vi skal jobbe mye med funksjoner og parameterframstilling, og en god del skal 
foregå i rommet. Dessuten skal dere lære om polarkoordinater, et nyttig hjelpemiddel når grafer ligger over og under seg sjøl og 
foretar buede bevegelser. Kalkulatoren kommer til å være sentral! (Mye av dette er for øvrig nytt pensum i 3MX i forhold til alle 
tidligere år!) Jeg tror jeg vil vurdere dette som et enkelt kapittel, men det er naturligvis avhengig av at dere kan tenke og se i 
rommet og at dere forstår parameterframstilling! 

Husker dere parameterframstilling? Husker dere regneregler for vektorer i et koordinatsystem?  

Kladd Innhold Dato 

7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 
7.5, 7.6, 7.7, 7.8 

 

 

702, 706 

Parameterframstilling og vektorfunksjoner: 
1) Ei linje kan være gitt som tytx 2431 −=∧+=  
2) Eller slik: ]24,31[],[ ttyx −+=  

3) Vektoren fra origo til et vilkårlig punkt P: ]24,31[],[ ttyxOP −+==  
4) Men x og y er funksjoner av t: ttyttx 24)(31)( −∧+=  

5) Og da blir jo linja slik: )](),([)( tytxtr =   
Kalkulatoren: Husk på å slå over på parameter <GRAPH> <TYPE> <Parm> og skriv inn for eksempel 

ttyttx 24)(31)( −∧+=  - og <DRAW>. Prøv de morsomme (?) eksemplene i boka, særlig side 266! 
Vektorfunksjon og ”vanlig” funksjon: Vi har to likninger med x, y og t: Finn t av den ene og sett det 
uttrykket inn for t i den andre. Dermed har du et uttrykk der t er borte og du har en sammenheng mellom x 
og y som du kan omforme slik du vil ha det, gjerne med y aleine på venstre side. 

 

Prøve i kapittel 6  

7.9, 7.10, 7.11, 
7.12, 7.13 
715, 716 

Den deriverte av en vektorfunksjon: Deriver både x-uttrykket og y-uttrykket med hensyn på t. Derved 
får du en parameterframstilling for den deriverte.  
Sykloiden: Hvordan beveger et punkt på sykkelhjulet seg når vi sykler? Tegn den inn og slå opp på 
nettsider vi så på i fjor, for eksempel http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Cycloid.html . 

 

7.14, 7.15, 7.16, 
7.17, 7.18 
722, 725, 726 

Akselerasjon: Fart er avstand per tidsenhet. Aksellerasjon er fart per tidsenhet, dvs. avstand per tidsenhet 
i annen. Fart er forandring av avstand, dvs. derivert. Aksellerasjon er forandring av fart, dvs. derivert, 
eller forandring av forandring av avstand, dvs. dobbeltderivert! )('')(')( trtvta ==  

 

7.20, 7.21, 7.22, 
7.23, 7.24, 7.25, 
7.26, 7.27 

730, 731, 735, 
736  

Buelengde: Buelengden er den integrert av avstanden mellom to punkter på en grafe. Med litt pytagoras-
tenkning blir formelen en sum av bitte små hypotenuser, dvs. integralet av disse hypotenusene, som 

uttrykkes ved hjelp av katetene )(tx og )(ty slik: ∫∫ +==
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7.28, 7.29 

742, 744, 745 

Vektorfunksjoner i rommet: Dette blir naturligvis akkurat som todimensjonale definisjoner. Og 
matematikken stopper ikke der. Vi kan godt regne med n-dimensjonale rom!  
1) En grafe kan være slik: ],24,31[],,[ 2tttzyx −+=  

2) Vektoren fra origo til et vilkårlig punkt P: ],24,31[],,[ 2tttzyxOP −+==  

3) Men x og y og z er funksjoner av t: 224)(31)( tzttyttx =∧−∧+=  

4) Og da blir jo grafen slik: )](),(),([)( tztytxtr =  
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 Og formelen for derivasjon blir tilsvarende, men med en koordinat(funksjon) til. 
Prøv ut Eksempel 1 på side 282-3 for å se hvordan kalkulatoren kan vise grafen fra to sider, eller egentlig 
fra tre! 
Buelengde i rommet: Ja, dere har vel gjetta det allerede. Husk på diagonalen i ei kasse – vi må ta tre 

kateters kvadrater og legge sammen: ∫∫ ++==
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7.30, 7.31, 7.32, 
7.33, 7.34 

 

747, 749, 750 

Polarkoordinater: Vi bruker origo som polen og orienterer alt fra den. Vi setter positiv x-akse til å være 
vinkelen null i forhold til polen, og som vanlig blir vinklene positive når vi øker mot positiv y-akse. 
Derved vil hvert punkt i koordinatsystemet kunne beskrives med en vinkel teta: >∈ πθ 2,0[  og med en 
avstand fra origo og langs ei rett linje fra origo og gjennom punktet. Derved er funksjonen en 
sammenheng mellom avstand og vinkel: )(θfr = . 
Kalkulator: Denne gangen må du velge polarkoordinater i stedet for parameterframstilling, og skrive inn 
formel for r: <GRAPH> <TYPE> <r=> og skrive inn. Prøveksemplene side 287. Husk radianer!  
Spesialtilfelle: Hvis r er konstant, er grafen en sirkel om origo med radius r. Hvis θ  er konstant, er 
grafen en stråle ut fra origo med vinkel lik θ  regna fra positiv x-akse. 
Sammenheng mellom koordinatene: Når ),( θr  er polarkoordinatene til ),( yxP , får vi 

sammenhengen: 
x
yyxrryrx =∧+=∧=∧= θθθ tansincos 22  

 

Det kommende er tatt fra skolens internettsider: Her er artige eksempler på klassiske kurver der polarkoordinater og 
parameterframstilling er svært nyttig: 

Det fins flere kurver som beskriver hjul som ruller: Trokoiden og de ulike sykloidene er gode eksempler. Men vi kan 
naturligvis lett tenke oss flere: Hvordan beveger sykkelventilen vår seg når vi sykler på en parabel eller ellipse? Eller når vi 
sykler på trokoiden? Spiralen? Eller sykler på kurven som dannes når vi sykler på kurven som dannes når vi sykler på 
trokoiden?  

Sykloide: 

Den plane kurven som beskrives av et fast punkt P på periferien av en sirkel når sirkelen ruller på ei rett linje. Dette er den 
samme kurva som Jean Bernouilli satte fram som problem  i 1696 - "brakistokron-problemet" - og løste: Hvilken bane er den 
raskeste banen for ei kule å trille fra et punkt til et annet når kula bare påvirkes av tyngdekrafta? Merkelig (hm…) nok er ikke 
det den rette linja men sykloiden, men da må den naturligvis være opp-ned i forhold til figuren. Mal en flekk på et sykkelhjul og 
se hvordan denne beveger seg når man sykler! 

På parametrisk form: 

   

Arealet til en bue er   og lengden langs buen til en bue er  . 

 
Trokoiden: 

Dette er en slags generell sykloide og beskrives av et fast punkt P på en radius i en sirkel eller på radiens forlengelse. Venstre 
figur gjelder når punktet er inne i sirkelen, høyre når det er utafor, på forlengelsen av radien. 

 

Når a=b har vi en sykloide. Parametrisk framstilling av denne generelle varianten blir: 
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